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核⼦の質量の起源

M. Wakayama

核子（陽子、中性子）は基本的には3つのクォークからなる：

核子の質量
＝約939MeV（〜10-27kg）

3つのクォークの質量
＝約10MeV

クォークの相互作用を記述する量子色力学(QCD)
による理解が必要。

残り99%は
どこから来るのか？



QCD相図の予想図

M. Wakayama

(約2兆度)

カイラル対称性は
自発的に破れている。

カイラル対称性の自発的破れは
回復している。

この相転移構造やカイラル対称性は
核子とバラバラなクォークの状態を
繋ぐ何らかの情報を持っている。

QCDの重要な性質：クォークの閉じ込め、カイラル対称性
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カイラル対称性の⾃発的破れ

π
カイラル対称性の自発的破れの概念図

π中間子：最も軽い中間子

スカラー粒子：
π中間子と対を成して現れ、QCDヒッグス粒子
とも呼ばれる。実験で見つかっているどの粒子
に対応するのかまだわかっていない！

カイラル対称性が自発的に破れることで、
核子などの粒子が大きな質量を得ることを提唱。

南部陽一郎(2008年ノーベル賞受賞)

中間子：基本的にはクォークと

反クォークからなる粒子

湯川秀樹(1949年ノーベル賞受賞)



5/44

格⼦QCDによる⼤規模数値計算

M. Wakayama

大阪大学サイバーメディアセンター

・ SX-ACE (2021年2月末まで)
・ SQUID (SX-Aurora TSUBASA：ベクトル型計算機)

格子QCD：QCDに基づく第一原理計算

大きな目標
格子QCDを用いて、物質の質量生成機構と深い関わりが
あるQCDヒッグス粒子の探索を行う。

今日の目標
探索に必要な道具（トランケイテッド・オーバーラップ
フェルミオン作用）の極限での振る舞いを
理解する。
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M. Wakayama



有効模型: QCDの性質を上手く取り出した解析
QCDを直接、解いてはいない

QCDを格子間隔 の離散時空点上で定義

QCD: 低エネルギー領域（ハドロン相）において、強結合の理論

摂動計算ができない

=> カットオフに対応(                          )
格子サイズ: 

,             で、連続理論のQCDと一致
7/44

格子QCD: 第一原理から直接、数値的に非摂動計算できる
（ほぼ）唯一の方法

格⼦QCD
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フェルミオン作⽤の格⼦化

ͱ༩͑ΒΕΔɻ c0, c1࿈ଓݶۃͰ࿈ଓཧʹ͓͚Δήʔδ࡞༻ͱҰக͢ΔΑ͏ʹܾ
ఆ͞Εɺ

c0 + 8c1 = 1 , (3.39)

ͷؔࣜΛຬͨ͢ඞཁ͕͋Δɻ
 c0, c1ͷ۩ମతΛܾఆ͢Δํ๏͍͔ͭ͋͘Γɺํ๏ͷҧ͍ʹΑͬͯ࡞༻ͷ໊

લ͕ҟͳΔɻຊڀݚͰɺ

c0 = 3.648 , c1 = −0.331 , (3.40)

ͱ࡚ͨ͠ؠήʔδ࡞༻ [55]Λ༻͢Δɻ͜ͷɺઁಈతϒϩοΫεϐϯ܁ΓࠐΈ܈
يΕͨ·ࠐΓ܁WilsonϧʔϓͷΛௐ͢Δ͜ͱʹΑΓɺ͍ͯͮجʹ (Renormalized

Trajectory)্ͷ࡞༻ʹΑΓۙͮ͘Α͏ʹܾఆ͞Εͨɻ·ͨୈ 5ষͷઌڀݚߦͰ༻͞Εͨ
Lüscher & Weisz࡞༻ɺ·ͨ Tree-Loop Symanzik࡞༻ͱݺΕΔ࡞༻ [56, 57]

c0 =
5

3
, c1 = − 1

12
, (3.41)

Ͱఆٛ͞ΕΔɻͦͷଞʹɺඇઁಈత܁ΓࠐΈ͍ͯͮجʹ܈తղੳΛͨͬߦDBW2

༺࡞ (Doubly Blocked from Wilson Action in Two Coupling Space) [58, 59]ͳͲ͋Γɺ
͜ͷ߹ɺ

c0 = 12.2552 , c1 = −1.4069 , (3.42)

ͱఆٛ͞ΕΔɻ

3.2 ஙߏͷ༺࡞ϑΣϧϛΦϯࢠ֨

3.2.1 ୯७ͳ֨ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻ͱμϒϦϯά

༺࡞ϢʔΫϦουۭؒʹ͓͚Δ࿈ଓཧͰͷϑΣϧϛΦϯݩ࣍4

SF =

∫ ∞

−∞
d4x ψ̄(x)(γµDµ +m)ψ(x) , (3.43)

ͱॻ͚ΔɻڞมඍΛࣜ (3.20)Ͱఆٛ͞ΕͨڞมࠩͰஔ͖͑ɺࣜ (3.32)ͷۭؒ࣌ͷ
ͱੵͷؔࢠ֨ͯͬैʹੑԽ͢Δͱɺࣜ (3.43)ʹରԠ͢Δ୯७ͳ֨ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻
ҎԼͷΑ͏ʹͳΔ:

S0
F = a4

∑

x

ψ̄(x)

[
∑

µ

1

2
γµ(∇µ +∇∗

µ) +m

]
ψ(x)

= a4
∑

x

ψ̄(x)

[
∑

µ

γµ
Uµ(x)ψ(x+ aµ̂)− U−1

µ (x− aµ̂)ψ(x− aµ̂)

2a
+mψ(x)

]
.

(3.44)
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連続理論でのフェルミオン作用

ҎޙɺಛʹஅΓ͕ͳ͍ݶΓɺ܁Γฦ͠ݱΕΔఴࣈ Einstein ͷॖه๏Λ༻͍͍ͯΔͷ
ͱ͢Δɻψ(x)ϑΣϧϛΦϯɺmΧϨϯτΫΥʔΫ (Current Quark)ͷ࣭ྔͰ͋Γɺ
γྻߦϢʔΫϦουۭؒͰͷؔ

{γµ, γν} = 2δµν , (3.4)

ʹै͏ɻDµͱ Fµν(x)ڞมඍ (Covariant Derivative)ͱͷ͞ڧͰ͋ΓɺͦΕͧΕ

Dµ = ∂µ + igAµ , (3.5)

Fµν(x) = ∂µAν(x)− ∂νAµ(x) + ig [Aµ(x), Aν(x)] , (3.6)

Ͱఆٛ͞Ε͍ͯΔɻ͜͜ͰɺAµ(x) SU(3)ͷඇՄήʔδͰ͋Γɺg QCDͷήʔ
δʹ͓͚Δ݁߹ఆͰ͋Δɻ·ͨɺࣜ (3.2)ʹ͋Δ tr SU(3)܈ͷੜࢠ Taʹର͢Δ
τϨʔεΛҙຯ͠ɺήʔδAµ(x) TaΛͯͬɺ

Aµ(x) = Aa
µ(x)Ta , a = 1, . . . , 8 , (3.7)

ͱॻ͔ΕΔɻ܈ͷੜࢠ Taݻ܈༗ͷߏఆ fabcΛ༻͍ͯɺަؔ

[Ta, Tb] = ifabcTc , (3.8)

Λຬ͓ͨͯ͠ΓɺSU(3)܈ͷੜࢠ Ta

tr Ta = 0 , (3.9)

ͷੑ࣭Λͭ࣋ɻঘɺ͜ͷੜࢠ TaΛGell-Mannྻߦ λaΛ༻͍ͯ

Ta =
λa
2

, (3.10)

ͱද͢͜ͱ͕Ͱ͖ɺTa

tr(TaTb) =
1

2
δab , (3.11)

ͱަԽ͞ΕΔɻࣜ (3.2)ͷQCDϥάϥϯδΞϯہॴήʔδม

ψ(x) → Ω(x)ψ(x) ,

ψ̄(x) → ψ̄(x)Ω−1(x) , (3.12)

Aµ(x) → 1

ig
Ω(x)∂µΩ

−1(x) + Ω(x)Aµ(x)Ω
−1(x) ,

ͷԼͰෆมͰ͋Γɺ͜ͷมͰڞมඍ

Dµψ(x) → Ω(x)DµΩ
−1(x)Ω(x)ψ(x) = Ω(x)Dµψ(x) , (3.13)

ͱม͢Δɻ͜͜ͰɺΩ(x) SU(3)ͷݩͰ͋Δɻզʑ 2ͭͷࢦಋݪཧʹै͍ɺ֨ࢠཧ
ʹ͓͚Δ࡞༻ʹରͯ͜͠ͷΑ͏ͳہॴήʔδରশੑΛ՝͢ɻ
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フェルミオン場：
クォークの質量：

共変微分：

ִؒࢠۭ֨ؒ࣌ཧʹ͓͍ͯɺࢠ֨ aΛ༻͍ͯɺxµ = nµa (nµ ∈ Z4)ͱࢄԽ͞Ε
ΔɻϑΣϧϛΦϯ ψ(x)֨ࢠ্ͷΈͰఆٛ͞ΕΔ͕ɺ͜ͷ߹ࣜ (3.12)ͷୈ 1ࣜ
ͱୈ 2ࣜʹมߋͳ͍ɻ͔͠͠ͳ͕ΒɺඍҎԼͷΑ͏ʹࠩʹஔ͖ΘΔ:

∂µψ(x) → 1

2

[
ψ(x+ aµ̂)− ψ(x)

a
+
ψ(x)− ψ(x− aµ̂)

a

]

=
ψ(x+ aµ̂)− ψ(x− aµ̂)

2a
. (3.14)

͜͜Ͱɺµִ̂֨ؒࢠ aΛҰ୯Ґͱ͢Δ µํͷ୯ҐϕΫτϧΛҙຯ͠ɺࠩԽͨ͠ͱ
͖ͷୈ 1߲લํࠩɺୈ 2߲ࠩํޙͰ͋Δɻ߲ࠩΛલํࠩͱࠩํޙͷͰॻ
͖දͨ͠ͷɺ࡞༻ͷΤϧϛʔτੑΛอͭͨΊͰ͋Δɻ࣍ʹɺہॴήʔδରশੑΛຬͨ͢
ͷԼͰࣜॴήʔδมہங͢ΔͨΊʹɺߏΛ༺࡞ࢠ֨ (3.13)ͷΑ͏ʹৼΔ͏ڞมࠩΛ
ͷԼͰॴήʔδมہΔඞཁ͕͋Δɻͦ͜Ͱɺ͑ߟ

Uµ(x) → Ω(x)Uµ(x)Ω
−1(x+ aµ̂) , (3.15)

ͱม͢Δແྔݩ࣍ͷมUµ(x)Λಋೖ͢Δɻ͜ͷมUµ(x)Λ༻͍ͯɺલํڞมࠩ∇µ

ͱڞํޙมࠩ∇∗
µΛ

∇µψ(x) =
Uµ(x)ψ(x+ aµ̂)− ψ(x)

a
, (3.16)

∇∗
µψ(x) =

ψ(x)− U−1
µ (x− aµ̂)ψ(x− aµ̂)

a
, (3.17)

ͱఆٛ͢ΔͱɺͦΕΒͷมੑͦΕͧΕ

∇µψ(x) → Ω(x)∇µψ(x) , (3.18)

∇∗
µψ(x) → Ω(x)∇∗

µψ(x) , (3.19)

ͱͳΓɺڞมతʹৼΔ͏ɻैͬͯڞมࠩɺඍΛࠩԽͨ͠ͱ͖ͱಉ༷ɺલํڞม
ࠩͱڞํޙมࠩΛ༻͍ͯɺ

1

2

[
∇µ +∇∗

µ

]
ψ(x) =

1

2

[
Uµ(x)ψ(x+ aµ̂)− ψ(x)

a
+
ψ(x)− U−1

µ (x− aµ̂)ψ(x− aµ̂)

a

]

=
Uµ(x)ψ(x+ aµ̂)− U−1

µ (x− aµ̂)ψ(x− aµ̂)

2a
, (3.20)

ͱఆٛͰ͖Δɻ͜ͷڞมࠩ 1
2

[
∇µ +∇∗

µ

]
࿈ଓཧͷڞมඍDµʹରԠ͢ΔͨΊɺ֨

ཧʹ͓͚Δήʔδมࢠ Uµ(x)ͷதʹؚ·ΕΔ͜ͱ͕͔Δɻ
͜ͷมUµ(x)ɺ࿈ଓཧʹ͓͍ͯඇہॴతͳҰࣜܗ࣍ (Bilinear Form)ψ̄(x)U(x, y)ψ(y)

Λہॴήʔδෆมʹ͢ΔU(x, y)ʹ͍͠ɻ͜ͷΑ͏ͳU(x, y)࿈ଓཧʹ͓͍ͯɺήʔ
δAµ(x)Λ༻͍ͯɺҎԼͷΑ͏ʹॻ͚Δ:

U(x, y) = P exp

[
ig

∫ y

x
Aµ(z)dz

µ

]
. (3.21)
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ͱ͢Δɻψ(x)ϑΣϧϛΦϯɺmΧϨϯτΫΥʔΫ (Current Quark)ͷ࣭ྔͰ͋Γɺ
γྻߦϢʔΫϦουۭؒͰͷؔ

{γµ, γν} = 2δµν , (3.4)

ʹै͏ɻDµͱ Fµν(x)ڞมඍ (Covariant Derivative)ͱͷ͞ڧͰ͋ΓɺͦΕͧΕ

Dµ = ∂µ + igAµ , (3.5)

Fµν(x) = ∂µAν(x)− ∂νAµ(x) + ig [Aµ(x), Aν(x)] , (3.6)

Ͱఆٛ͞Ε͍ͯΔɻ͜͜ͰɺAµ(x) SU(3)ͷඇՄήʔδͰ͋Γɺg QCDͷήʔ
δʹ͓͚Δ݁߹ఆͰ͋Δɻ·ͨɺࣜ (3.2)ʹ͋Δ tr SU(3)܈ͷੜࢠ Taʹର͢Δ
τϨʔεΛҙຯ͠ɺήʔδAµ(x) TaΛͯͬɺ

Aµ(x) = Aa
µ(x)Ta , a = 1, . . . , 8 , (3.7)

ͱॻ͔ΕΔɻ܈ͷੜࢠ Taݻ܈༗ͷߏఆ fabcΛ༻͍ͯɺަؔ

[Ta, Tb] = ifabcTc , (3.8)

Λຬ͓ͨͯ͠ΓɺSU(3)܈ͷੜࢠ Ta

tr Ta = 0 , (3.9)

ͷੑ࣭Λͭ࣋ɻঘɺ͜ͷੜࢠ TaΛGell-Mannྻߦ λaΛ༻͍ͯ

Ta =
λa
2

, (3.10)

ͱද͢͜ͱ͕Ͱ͖ɺTa

tr(TaTb) =
1

2
δab , (3.11)

ͱަԽ͞ΕΔɻࣜ (3.2)ͷQCDϥάϥϯδΞϯہॴήʔδม

ψ(x) → Ω(x)ψ(x) ,

ψ̄(x) → ψ̄(x)Ω−1(x) , (3.12)

Aµ(x) → 1

ig
Ω(x)∂µΩ

−1(x) + Ω(x)Aµ(x)Ω
−1(x) ,

ͷԼͰෆมͰ͋Γɺ͜ͷมͰڞมඍ

Dµψ(x) → Ω(x)DµΩ
−1(x)Ω(x)ψ(x) = Ω(x)Dµψ(x) , (3.13)

ͱม͢Δɻ͜͜ͰɺΩ(x) SU(3)ͷݩͰ͋Δɻզʑ 2ͭͷࢦಋݪཧʹै͍ɺ֨ࢠཧ
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ͱ༩͑ΒΕΔɻ c0, c1࿈ଓݶۃͰ࿈ଓཧʹ͓͚Δήʔδ࡞༻ͱҰக͢ΔΑ͏ʹܾ
ఆ͞Εɺ

c0 + 8c1 = 1 , (3.39)

ͷؔࣜΛຬͨ͢ඞཁ͕͋Δɻ
 c0, c1ͷ۩ମతΛܾఆ͢Δํ๏͍͔ͭ͋͘Γɺํ๏ͷҧ͍ʹΑͬͯ࡞༻ͷ໊

લ͕ҟͳΔɻຊڀݚͰɺ

c0 = 3.648 , c1 = −0.331 , (3.40)

ͱ࡚ͨ͠ؠήʔδ࡞༻ [55]Λ༻͢Δɻ͜ͷɺઁಈతϒϩοΫεϐϯ܁ΓࠐΈ܈
يΕͨ·ࠐΓ܁WilsonϧʔϓͷΛௐ͢Δ͜ͱʹΑΓɺ͍ͯͮجʹ (Renormalized

Trajectory)্ͷ࡞༻ʹΑΓۙͮ͘Α͏ʹܾఆ͞Εͨɻ·ͨୈ 5ষͷઌڀݚߦͰ༻͞Εͨ
Lüscher & Weisz࡞༻ɺ·ͨ Tree-Loop Symanzik࡞༻ͱݺΕΔ࡞༻ [56, 57]

c0 =
5

3
, c1 = − 1

12
, (3.41)

Ͱఆٛ͞ΕΔɻͦͷଞʹɺඇઁಈత܁ΓࠐΈ͍ͯͮجʹ܈తղੳΛͨͬߦDBW2

༺࡞ (Doubly Blocked from Wilson Action in Two Coupling Space) [58, 59]ͳͲ͋Γɺ
͜ͷ߹ɺ

c0 = 12.2552 , c1 = −1.4069 , (3.42)

ͱఆٛ͞ΕΔɻ

3.2 ஙߏͷ༺࡞ϑΣϧϛΦϯࢠ֨

3.2.1 ୯७ͳ֨ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻ͱμϒϦϯά

༺࡞ϢʔΫϦουۭؒʹ͓͚Δ࿈ଓཧͰͷϑΣϧϛΦϯݩ࣍4

SF =

∫ ∞

−∞
d4x ψ̄(x)(γµDµ +m)ψ(x) , (3.43)

ͱॻ͚ΔɻڞมඍΛࣜ (3.20)Ͱఆٛ͞ΕͨڞมࠩͰஔ͖͑ɺࣜ (3.32)ͷۭؒ࣌ͷ
ͱੵͷؔࢠ֨ͯͬैʹੑԽ͢Δͱɺࣜ (3.43)ʹରԠ͢Δ୯७ͳ֨ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻
ҎԼͷΑ͏ʹͳΔ:

S0
F = a4

∑

x

ψ̄(x)

[
∑

µ

1

2
γµ(∇µ +∇∗

µ) +m

]
ψ(x)

= a4
∑

x

ψ̄(x)

[
∑

µ

γµ
Uµ(x)ψ(x+ aµ̂)− U−1

µ (x− aµ̂)ψ(x− aµ̂)

2a
+mψ(x)

]
.

(3.44)
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格子上での単純なフェルミオン作用

前方共変差分：

後方共変差分：

ִؒࢠۭ֨ؒ࣌ཧʹ͓͍ͯɺࢠ֨ aΛ༻͍ͯɺxµ = nµa (nµ ∈ Z4)ͱࢄԽ͞Ε
ΔɻϑΣϧϛΦϯ ψ(x)֨ࢠ্ͷΈͰఆٛ͞ΕΔ͕ɺ͜ͷ߹ࣜ (3.12)ͷୈ 1ࣜ
ͱୈ 2ࣜʹมߋͳ͍ɻ͔͠͠ͳ͕ΒɺඍҎԼͷΑ͏ʹࠩʹஔ͖ΘΔ:

∂µψ(x) → 1

2

[
ψ(x+ aµ̂)− ψ(x)

a
+
ψ(x)− ψ(x− aµ̂)

a

]

=
ψ(x+ aµ̂)− ψ(x− aµ̂)

2a
. (3.14)

͜͜Ͱɺµִ̂֨ؒࢠ aΛҰ୯Ґͱ͢Δ µํͷ୯ҐϕΫτϧΛҙຯ͠ɺࠩԽͨ͠ͱ
͖ͷୈ 1߲લํࠩɺୈ 2߲ࠩํޙͰ͋Δɻ߲ࠩΛલํࠩͱࠩํޙͷͰॻ
͖දͨ͠ͷɺ࡞༻ͷΤϧϛʔτੑΛอͭͨΊͰ͋Δɻ࣍ʹɺہॴήʔδରশੑΛຬͨ͢
ͷԼͰࣜॴήʔδมہங͢ΔͨΊʹɺߏΛ༺࡞ࢠ֨ (3.13)ͷΑ͏ʹৼΔ͏ڞมࠩΛ
ͷԼͰॴήʔδมہΔඞཁ͕͋Δɻͦ͜Ͱɺ͑ߟ

Uµ(x) → Ω(x)Uµ(x)Ω
−1(x+ aµ̂) , (3.15)

ͱม͢Δແྔݩ࣍ͷมUµ(x)Λಋೖ͢Δɻ͜ͷมUµ(x)Λ༻͍ͯɺલํڞมࠩ∇µ

ͱڞํޙมࠩ∇∗
µΛ

∇µψ(x) =
Uµ(x)ψ(x+ aµ̂)− ψ(x)

a
, (3.16)

∇∗
µψ(x) =

ψ(x)− U−1
µ (x− aµ̂)ψ(x− aµ̂)

a
, (3.17)

ͱఆٛ͢ΔͱɺͦΕΒͷมੑͦΕͧΕ

∇µψ(x) → Ω(x)∇µψ(x) , (3.18)

∇∗
µψ(x) → Ω(x)∇∗

µψ(x) , (3.19)

ͱͳΓɺڞมతʹৼΔ͏ɻैͬͯڞมࠩɺඍΛࠩԽͨ͠ͱ͖ͱಉ༷ɺલํڞม
ࠩͱڞํޙมࠩΛ༻͍ͯɺ

1

2

[
∇µ +∇∗

µ

]
ψ(x) =

1

2

[
Uµ(x)ψ(x+ aµ̂)− ψ(x)

a
+
ψ(x)− U−1

µ (x− aµ̂)ψ(x− aµ̂)

a

]

=
Uµ(x)ψ(x+ aµ̂)− U−1

µ (x− aµ̂)ψ(x− aµ̂)

2a
, (3.20)

ͱఆٛͰ͖Δɻ͜ͷڞมࠩ 1
2

[
∇µ +∇∗

µ

]
࿈ଓཧͷڞมඍDµʹରԠ͢ΔͨΊɺ֨

ཧʹ͓͚Δήʔδมࢠ Uµ(x)ͷதʹؚ·ΕΔ͜ͱ͕͔Δɻ
͜ͷมUµ(x)ɺ࿈ଓཧʹ͓͍ͯඇہॴతͳҰࣜܗ࣍ (Bilinear Form)ψ̄(x)U(x, y)ψ(y)

Λہॴήʔδෆมʹ͢ΔU(x, y)ʹ͍͠ɻ͜ͷΑ͏ͳU(x, y)࿈ଓཧʹ͓͍ͯɺήʔ
δAµ(x)Λ༻͍ͯɺҎԼͷΑ͏ʹॻ͚Δ:

U(x, y) = P exp

[
ig

∫ y

x
Aµ(z)dz

µ

]
. (3.21)
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ִؒࢠۭ֨ؒ࣌ཧʹ͓͍ͯɺࢠ֨ aΛ༻͍ͯɺxµ = nµa (nµ ∈ Z4)ͱࢄԽ͞Ε
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∂µψ(x) → 1

2
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ψ(x+ aµ̂)− ψ(x)

a
+
ψ(x)− ψ(x− aµ̂)

a

]

=
ψ(x+ aµ̂)− ψ(x− aµ̂)

2a
. (3.14)
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2
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∇µ +∇∗

µ

]
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1

2

[
Uµ(x)ψ(x+ aµ̂)− ψ(x)

a
+
ψ(x)− U−1

µ (x− aµ̂)ψ(x− aµ̂)

a

]

=
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µ (x− aµ̂)ψ(x− aµ̂)

2a
, (3.20)

ͱఆٛͰ͖Δɻ͜ͷڞมࠩ 1
2

[
∇µ +∇∗

µ

]
࿈ଓཧͷڞมඍDµʹରԠ͢ΔͨΊɺ֨

ཧʹ͓͚Δήʔδมࢠ Uµ(x)ͷதʹؚ·ΕΔ͜ͱ͕͔Δɻ
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格子化

ਤ 1: ϓϥέοτม Uµν(x)ɻ

͜͜ͰɺP ܦ࿏ॱংੵͰ͋Γɺ

P exp

[
ig

∫ y

x
Aµ(z)dz

µ

]
= lim

N→∞

N−1∏

n=0

[1 + igAµ(x+ n∆x)∆xµ] , (3.22)

Ͱఆٛ͞ΕΔɻ∆xµ ༗ྔݶͰ͋Δɻ֨ࢠཧͰɺy Λ x͔Βִ͚֨ͩؒࢠΕͨ
x+ aµ̂ʹͱΔɻxͱ x+ aµ̂ؒͷAµ(x)ͷมԽྔ͕খ͍͞ͱͯ͠ɺͦͷؒͷAµ(x)ͷΛ
Aµ(x+ aµ̂/2)Ͱۙ͢ࣅΔͱɺ

U(x, x+ aµ̂) = exp [igaAµ(x+ aµ̂/2)] , (3.23)

ͱॻ͚Δɻ͜ΕہॴήʔδมͷԼͰ

U(x, x+ aµ̂) → Ω(x)U(x, x+ aµ̂)Ω−1(x+ aµ̂) , (3.24)

ͱม͢ΔͷͰɺม U(x, x + aµ̂)·͞ʹม Uµ(x)ͦΕࣗͰ͋Δɻैͬͯɺม
Uµ(x)

Uµ(x) ≡ U(x, x+ aµ̂) = exp [igaAµ(x+ aµ̂/2)] , (3.25)

ͱఆٛ͞ΕΔɻม Uµ(x)Λ্֨ࢠʹఆٛ͢ΔࡍʹɺUµ(x)࠲ඪ x͚ͩͰͳ͘ɺํ µ

ʹґΔͷͰɺ֨ࢠؒΛ݁ͿϦϯΫͷ্ʹఆٛ͞ΕΔɻͦͷͨΊɺม Uµ(x)ɺҰൠ
ʹɺϦϯΫมͱݺΕΔɻ͜ͷΑ͏ʹͯ͠ɺ্֨ࢠͷͷཧͰɺήʔδAµ(x)
ϦϯΫม Uµ(x)Λհ͠ɺϦϯΫ্ʹͤΔ͜ͱͰఆٛ͞ΕΔɻ·ͨɺํٯ−µʹର͢
ΔϦϯΫมҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔ:

U−µ(x+ aµ̂) ≡ U−1
µ (x) = U †

µ(x) . (3.26)

3.1.2 ϓϥέοτ࡞༻

Λ༺࡞ήʔδࢠͰෆมͳ֨ॴήʔδมہɺʹ࣍Ͱήʔδ͕ఆٛ͞ΕͨͷͰɺ্ࢠ֨
ΔɻϦϯΫม͑ߟ Uµ(x)ͷมੑͷࣜ (3.15)ΑΓɺ࠷୯७ͳہॴήʔδෆมͳྔ

β tr
[
Uµ(x)Uν(x+ aµ̂)U †

µ(x+ aν̂)U †
ν (x)

]
, (3.27)
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：リンク変数（ゲージ場）
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ダブリング問題

Nielsen-二宮の定理

1. 平行移動不変性
2. カイラル対称性
3. フェルミオン場の双一次形式
4. エルミート性
5. 局所性

ͱ༩͑ΒΕΔɻ c0, c1࿈ଓݶۃͰ࿈ଓཧʹ͓͚Δήʔδ࡞༻ͱҰக͢ΔΑ͏ʹܾ
ఆ͞Εɺ

c0 + 8c1 = 1 , (3.39)

ͷؔࣜΛຬͨ͢ඞཁ͕͋Δɻ
 c0, c1ͷ۩ମతΛܾఆ͢Δํ๏͍͔ͭ͋͘Γɺํ๏ͷҧ͍ʹΑͬͯ࡞༻ͷ໊

લ͕ҟͳΔɻຊڀݚͰɺ

c0 = 3.648 , c1 = −0.331 , (3.40)

ͱ࡚ͨ͠ؠήʔδ࡞༻ [55]Λ༻͢Δɻ͜ͷɺઁಈతϒϩοΫεϐϯ܁ΓࠐΈ܈
يΕͨ·ࠐΓ܁WilsonϧʔϓͷΛௐ͢Δ͜ͱʹΑΓɺ͍ͯͮجʹ (Renormalized

Trajectory)্ͷ࡞༻ʹΑΓۙͮ͘Α͏ʹܾఆ͞Εͨɻ·ͨୈ 5ষͷઌڀݚߦͰ༻͞Εͨ
Lüscher & Weisz࡞༻ɺ·ͨ Tree-Loop Symanzik࡞༻ͱݺΕΔ࡞༻ [56, 57]

c0 =
5

3
, c1 = − 1

12
, (3.41)

Ͱఆٛ͞ΕΔɻͦͷଞʹɺඇઁಈత܁ΓࠐΈ͍ͯͮجʹ܈తղੳΛͨͬߦDBW2

༺࡞ (Doubly Blocked from Wilson Action in Two Coupling Space) [58, 59]ͳͲ͋Γɺ
͜ͷ߹ɺ

c0 = 12.2552 , c1 = −1.4069 , (3.42)

ͱఆٛ͞ΕΔɻ

3.2 ஙߏͷ༺࡞ϑΣϧϛΦϯࢠ֨

3.2.1 ୯७ͳ֨ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻ͱμϒϦϯά

༺࡞ϢʔΫϦουۭؒʹ͓͚Δ࿈ଓཧͰͷϑΣϧϛΦϯݩ࣍4

SF =

∫ ∞

−∞
d4x ψ̄(x)(γµDµ +m)ψ(x) , (3.43)

ͱॻ͚ΔɻڞมඍΛࣜ (3.20)Ͱఆٛ͞ΕͨڞมࠩͰஔ͖͑ɺࣜ (3.32)ͷۭؒ࣌ͷ
ͱੵͷؔࢠ֨ͯͬैʹੑԽ͢Δͱɺࣜ (3.43)ʹରԠ͢Δ୯७ͳ֨ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻
ҎԼͷΑ͏ʹͳΔ:

S0
F = a4

∑

x

ψ̄(x)

[
∑

µ

1

2
γµ(∇µ +∇∗

µ) +m

]
ψ(x)

= a4
∑

x

ψ̄(x)

[
∑

µ

γµ
Uµ(x)ψ(x+ aµ̂)− U−1

µ (x− aµ̂)ψ(x− aµ̂)

2a
+mψ(x)

]
.

(3.44)
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格子上での単純なフェルミオン作用

格子フェルミオン作用に以下の5つの仮定を課すと、
非物理的な余計なフェルミオン粒子（ダブラー）が現れてしまう。

（ダブリング問題）

3.2.3 Nielsen-ೋٶͷఆཧ

ங͢ΔͨΊʹɺμϒϦϯάͷٞආ͚ͯߏΛ༺࡞ཧʹ͓͍ͯϑΣϧϛΦϯࢠ֨
௨Εͳ͍ɻμϒϦϯάʹؔ͢ΔNo-Goఆཧͱͯ͠Nielsen-ೋٶͷఆཧ͕͋Γ [71,72]ɺ
ͦͷఆཧ֨ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻ʹҎԼͷԾఆ

1. ฏߦҠಈෆมੑ

2. ΧΠϥϧରশੑ

3. ϑΣϧϛΦϯͷҰࣜܗ࣍

4. Τϧϛʔτੑ

5. ॴੑہ

Λ՝͚ͩ͢Ͱɺμϒϥʔ͕ඞͣग़͢ݱΔ͜ͱΛड़͍ͯΔɻຊ߲Ͱɺ͜ͷ Nielsen-ೋٶ
ͷఆཧʹ͍ͭͯ؆୯ʹઆ໌͓ͯ͘͠ɻ
·ͣɺ্هͷԾఆ 1,2,3Λຬͨ֨͢ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻Ұൠʹ

S =

∫
d4p

(2π)4
¯̃ψ(−p)γµFµ(p)ψ̃(p) , (3.59)

ͱॻ͚Δɻͦͯ͠ɺԾఆ 4ΑΓ Fµ(p)࣮ؔͰ͋Γɺ·ͨɺԾఆ 5ΑΓ Fµ(p)࿈ଓͱ
ͳΔɻFµ(p)͕࣮ؔͰ࿈ଓͰ͋ΔͳΒɺFµ(p) τʔϥεݩ࣍4 (Torus)্ͷ࣮ϕΫτ
ϧͱͳΔɻ
Ұํɺ͋Δଟ༷ମ (Manifold) ্ʹ࣮ϕΫτϧ Fµ(p) ͕ଘ͠ࡏɺશͯͷ µ ʹରͯ͠ɺ

Fµ(p∗) = 0Λຬͨ͢θϩ p∗͕ଘ͢ࡏΔͱ͢Δɻ͠ Fµ(p)͕࿈ଓͳΒɺp∗ۙͰ

Fµ(p) =
∂Fµ(p)

∂pν

∣∣∣∣
p=p∗

(p− p∗)ν +O((p− p∗)
2) , (3.60)

ͱల։͕ՄͰ͋ΔɻFµ(p)͕θϩ p∗Λ௨Δͱ͖ɺӈखܥͳΒࢦΛ +1ɺࠨखܥͳΒ
ͷ࣮ϕΫτϧࢦΛ−1ʹͱΔͱɺͦͷࢦ Fµ(p)͕ఆٛ͞Εͨଟ༷ମͷ Euler2

ʹ͘͠ͳΔͨΊɺ

∑

p∗

sign [det (∂νFµ(p = p∗))] = Euler , (3.61)

ཱ͕͢Δɻ͜Ε Poincaré-HopfͷఆཧͱݺΕ [73]ɺରʹ͢Δଟ༷ମ͕ τʔݩ࣍4
ϥεͷ߹ɺEulerθϩ3Ͱ͋Δɻ

2ଟ༷ମΛܗ֯ࡾׂͨ͠ͱ͖ɺͦͷଟ༷ମͷͷΛ VɺลͷΛ eɺ໘ͷΛ f ͱ͢Δͱɺͦͷଟ༷
ମͷ Euler V − e+ f Ͱఆٛ͞ΕΔɻತଟ༷ମͳΒɺEuler 2ͱͳΔɻ·ͨɺଟ༷ମͷ݀ͷΛ g ͱ
͢ΔͱɺEuler 2− 2g ͱͳΔɻঘɺEulerଟ༷ମຖʹಛ༗ͷΛ͕ͭ࣋ɺV , e, f ܗ֯ࡾׂͷ
ํʹΑͬͯҟͳΔͷͰɺҰҙʹܾ·Βͳ͍ɻ

3·ͣɺ֯ࡾபΛ͑ߟΔͱɺ֯ࡾபತଟ༷ମͰ͋ΔͨΊɺEuler 2Ͱ͋Δɻ͔ͦ͜Β 2ຕ͋Δܗ֯ࡾฏ
໘ΛுΓ߹ΘͤΔͱɺτʔϥε͕࡞ΕΔ͕ɺ͜ͷͱ͖ɺ∆V = 6,∆e = 6,∆f = গ͢ΔͷͰɺτʔϥݮ2͚ͩ
εͷ Euler 0ͱ͔Δɻɺਅ໘ʹܗ֯ࡾׂΛͯ͠ಉ༷ͷ݁Ռ͕ग़ͤɺEulerͷٻΊํ༷ʑ
Ͱ͋Δɻ
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3.2.3 Nielsen-ೋٶͷఆཧ

ங͢ΔͨΊʹɺμϒϦϯάͷٞආ͚ͯߏΛ༺࡞ཧʹ͓͍ͯϑΣϧϛΦϯࢠ֨
௨Εͳ͍ɻμϒϦϯάʹؔ͢ΔNo-Goఆཧͱͯ͠Nielsen-ೋٶͷఆཧ͕͋Γ [71,72]ɺ
ͦͷఆཧ֨ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻ʹҎԼͷԾఆ

1. ฏߦҠಈෆมੑ

2. ΧΠϥϧରশੑ

3. ϑΣϧϛΦϯͷҰࣜܗ࣍

4. Τϧϛʔτੑ

5. ॴੑہ

Λ՝͚ͩ͢Ͱɺμϒϥʔ͕ඞͣग़͢ݱΔ͜ͱΛड़͍ͯΔɻຊ߲Ͱɺ͜ͷ Nielsen-ೋٶ
ͷఆཧʹ͍ͭͯ؆୯ʹઆ໌͓ͯ͘͠ɻ
·ͣɺ্هͷԾఆ 1,2,3Λຬͨ֨͢ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻Ұൠʹ

S =
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(2π)4
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2) , (3.60)
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∑
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͢ΔͱɺEuler 2− 2g ͱͳΔɻঘɺEulerଟ༷ମຖʹಛ༗ͷΛ͕ͭ࣋ɺV , e, f ܗ֯ࡾׂͷ
ํʹΑͬͯҟͳΔͷͰɺҰҙʹܾ·Βͳ͍ɻ

3·ͣɺ֯ࡾபΛ͑ߟΔͱɺ֯ࡾபತଟ༷ମͰ͋ΔͨΊɺEuler 2Ͱ͋Δɻ͔ͦ͜Β 2ຕ͋Δܗ֯ࡾฏ
໘ΛுΓ߹ΘͤΔͱɺτʔϥε͕࡞ΕΔ͕ɺ͜ͷͱ͖ɺ∆V = 6,∆e = 6,∆f = গ͢ΔͷͰɺτʔϥݮ2͚ͩ
εͷ Euler 0ͱ͔Δɻɺਅ໘ʹܗ֯ࡾׂΛͯ͠ಉ༷ͷ݁Ռ͕ग़ͤɺEulerͷٻΊํ༷ʑ
Ͱ͋Δɻ
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3.2.3 Nielsen-ೋٶͷఆཧ

ங͢ΔͨΊʹɺμϒϦϯάͷٞආ͚ͯߏΛ༺࡞ཧʹ͓͍ͯϑΣϧϛΦϯࢠ֨
௨Εͳ͍ɻμϒϦϯάʹؔ͢ΔNo-Goఆཧͱͯ͠Nielsen-ೋٶͷఆཧ͕͋Γ [71,72]ɺ
ͦͷఆཧ֨ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻ʹҎԼͷԾఆ

1. ฏߦҠಈෆมੑ

2. ΧΠϥϧରশੑ

3. ϑΣϧϛΦϯͷҰࣜܗ࣍

4. Τϧϛʔτੑ

5. ॴੑہ

Λ՝͚ͩ͢Ͱɺμϒϥʔ͕ඞͣग़͢ݱΔ͜ͱΛड़͍ͯΔɻຊ߲Ͱɺ͜ͷ Nielsen-ೋٶ
ͷఆཧʹ͍ͭͯ؆୯ʹઆ໌͓ͯ͘͠ɻ
·ͣɺ্هͷԾఆ 1,2,3Λຬͨ֨͢ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻Ұൠʹ

S =

∫
d4p

(2π)4
¯̃ψ(−p)γµFµ(p)ψ̃(p) , (3.59)

ͱॻ͚Δɻͦͯ͠ɺԾఆ 4ΑΓ Fµ(p)࣮ؔͰ͋Γɺ·ͨɺԾఆ 5ΑΓ Fµ(p)࿈ଓͱ
ͳΔɻFµ(p)͕࣮ؔͰ࿈ଓͰ͋ΔͳΒɺFµ(p) τʔϥεݩ࣍4 (Torus)্ͷ࣮ϕΫτ
ϧͱͳΔɻ
Ұํɺ͋Δଟ༷ମ (Manifold) ্ʹ࣮ϕΫτϧ Fµ(p) ͕ଘ͠ࡏɺશͯͷ µ ʹରͯ͠ɺ

Fµ(p∗) = 0Λຬͨ͢θϩ p∗͕ଘ͢ࡏΔͱ͢Δɻ͠ Fµ(p)͕࿈ଓͳΒɺp∗ۙͰ

Fµ(p) =
∂Fµ(p)

∂pν

∣∣∣∣
p=p∗

(p− p∗)ν +O((p− p∗)
2) , (3.60)

ͱల։͕ՄͰ͋ΔɻFµ(p)͕θϩ p∗Λ௨Δͱ͖ɺӈखܥͳΒࢦΛ +1ɺࠨखܥͳΒ
ͷ࣮ϕΫτϧࢦΛ−1ʹͱΔͱɺͦͷࢦ Fµ(p)͕ఆٛ͞Εͨଟ༷ମͷ Euler2

ʹ͘͠ͳΔͨΊɺ

∑

p∗

sign [det (∂νFµ(p = p∗))] = Euler , (3.61)

ཱ͕͢Δɻ͜Ε Poincaré-HopfͷఆཧͱݺΕ [73]ɺରʹ͢Δଟ༷ମ͕ τʔݩ࣍4
ϥεͷ߹ɺEulerθϩ3Ͱ͋Δɻ

2ଟ༷ମΛܗ֯ࡾׂͨ͠ͱ͖ɺͦͷଟ༷ମͷͷΛ VɺลͷΛ eɺ໘ͷΛ f ͱ͢Δͱɺͦͷଟ༷
ମͷ Euler V − e+ f Ͱఆٛ͞ΕΔɻತଟ༷ମͳΒɺEuler 2ͱͳΔɻ·ͨɺଟ༷ମͷ݀ͷΛ g ͱ
͢ΔͱɺEuler 2− 2g ͱͳΔɻঘɺEulerଟ༷ମຖʹಛ༗ͷΛ͕ͭ࣋ɺV , e, f ܗ֯ࡾׂͷ
ํʹΑͬͯҟͳΔͷͰɺҰҙʹܾ·Βͳ͍ɻ

3·ͣɺ֯ࡾபΛ͑ߟΔͱɺ֯ࡾபತଟ༷ମͰ͋ΔͨΊɺEuler 2Ͱ͋Δɻ͔ͦ͜Β 2ຕ͋Δܗ֯ࡾฏ
໘ΛுΓ߹ΘͤΔͱɺτʔϥε͕࡞ΕΔ͕ɺ͜ͷͱ͖ɺ∆V = 6,∆e = 6,∆f = গ͢ΔͷͰɺτʔϥݮ2͚ͩ
εͷ Euler 0ͱ͔Δɻɺਅ໘ʹܗ֯ࡾׂΛͯ͠ಉ༷ͷ݁Ռ͕ग़ͤɺEulerͷٻΊํ༷ʑ
Ͱ͋Δɻ

22

：実関数
：連続関数

Nielsen & Ninomiya, 
Nucl. Phys. B 185, 20 (1981) .
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ダブリング問題の直感的な理解

連続理論：

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

γ5DTOF +DTOFγ5 = DTOFγ5DTOF

qq̄

γ5D +Dγ5 = RaDγ5D , (1)

{
ψ(x) → eiθγ5(1−

Ra
2 D) ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) eiθ(1−
Ra
2 D)γ5

, (2)

δS = ψ̄

(
1− Ra

2
D

)
γ5Dψ + ψ̄Dγ5

(
1− Ra

2
D

)
ψ

= ψ̄ [γ5D +Dγ5 −RaDγ5D]ψ (3)

Fµ(p) = pµa

Fµ(p) = sin(pµa) (4)

DTOF = εsPst
(
D−1

PV

)
tu
(DDWF )uv Pvwεw

DTOF =
1 +mfa

2
+

1−mfa

2
γ5

(1 +Hw)
N5 − (1−Hw)

N5

(1 +Hw)
N5 + (1−Hw)

N5

DWF (x, y) = (4−M5) δx,y −
1

2

4∑

µ=1

[
(1− γµ)Uµ(x)δy,x+µ̂ + (1 + γµ)U

†
µ(y)δy,x−µ̂

]
(5)

1

格子理論：

のゼロ点が粒子の極に対応

3.2.3 Nielsen-ೋٶͷఆཧ

ங͢ΔͨΊʹɺμϒϦϯάͷٞආ͚ͯߏΛ༺࡞ཧʹ͓͍ͯϑΣϧϛΦϯࢠ֨
௨Εͳ͍ɻμϒϦϯάʹؔ͢ΔNo-Goఆཧͱͯ͠Nielsen-ೋٶͷఆཧ͕͋Γ [71,72]ɺ
ͦͷఆཧ֨ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻ʹҎԼͷԾఆ

1. ฏߦҠಈෆมੑ

2. ΧΠϥϧରশੑ

3. ϑΣϧϛΦϯͷҰࣜܗ࣍

4. Τϧϛʔτੑ

5. ॴੑہ

Λ՝͚ͩ͢Ͱɺμϒϥʔ͕ඞͣग़͢ݱΔ͜ͱΛड़͍ͯΔɻຊ߲Ͱɺ͜ͷ Nielsen-ೋٶ
ͷఆཧʹ͍ͭͯ؆୯ʹઆ໌͓ͯ͘͠ɻ
·ͣɺ্هͷԾఆ 1,2,3Λຬͨ֨͢ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻Ұൠʹ

S =

∫
d4p

(2π)4
¯̃ψ(−p)γµFµ(p)ψ̃(p) , (3.59)

ͱॻ͚Δɻͦͯ͠ɺԾఆ 4ΑΓ Fµ(p)࣮ؔͰ͋Γɺ·ͨɺԾఆ 5ΑΓ Fµ(p)࿈ଓͱ
ͳΔɻFµ(p)͕࣮ؔͰ࿈ଓͰ͋ΔͳΒɺFµ(p) τʔϥεݩ࣍4 (Torus)্ͷ࣮ϕΫτ
ϧͱͳΔɻ
Ұํɺ͋Δଟ༷ମ (Manifold) ্ʹ࣮ϕΫτϧ Fµ(p) ͕ଘ͠ࡏɺશͯͷ µ ʹରͯ͠ɺ

Fµ(p∗) = 0Λຬͨ͢θϩ p∗͕ଘ͢ࡏΔͱ͢Δɻ͠ Fµ(p)͕࿈ଓͳΒɺp∗ۙͰ

Fµ(p) =
∂Fµ(p)

∂pν

∣∣∣∣
p=p∗

(p− p∗)ν +O((p− p∗)
2) , (3.60)

ͱల։͕ՄͰ͋ΔɻFµ(p)͕θϩ p∗Λ௨Δͱ͖ɺӈखܥͳΒࢦΛ +1ɺࠨखܥͳΒ
ͷ࣮ϕΫτϧࢦΛ−1ʹͱΔͱɺͦͷࢦ Fµ(p)͕ఆٛ͞Εͨଟ༷ମͷ Euler2

ʹ͘͠ͳΔͨΊɺ

∑

p∗

sign [det (∂νFµ(p = p∗))] = Euler , (3.61)

ཱ͕͢Δɻ͜Ε Poincaré-HopfͷఆཧͱݺΕ [73]ɺରʹ͢Δଟ༷ମ͕ τʔݩ࣍4
ϥεͷ߹ɺEulerθϩ3Ͱ͋Δɻ

2ଟ༷ମΛܗ֯ࡾׂͨ͠ͱ͖ɺͦͷଟ༷ମͷͷΛ VɺลͷΛ eɺ໘ͷΛ f ͱ͢Δͱɺͦͷଟ༷
ମͷ Euler V − e+ f Ͱఆٛ͞ΕΔɻತଟ༷ମͳΒɺEuler 2ͱͳΔɻ·ͨɺଟ༷ମͷ݀ͷΛ g ͱ
͢ΔͱɺEuler 2− 2g ͱͳΔɻঘɺEulerଟ༷ମຖʹಛ༗ͷΛ͕ͭ࣋ɺV , e, f ܗ֯ࡾׂͷ
ํʹΑͬͯҟͳΔͷͰɺҰҙʹܾ·Βͳ͍ɻ

3·ͣɺ֯ࡾபΛ͑ߟΔͱɺ֯ࡾபತଟ༷ମͰ͋ΔͨΊɺEuler 2Ͱ͋Δɻ͔ͦ͜Β 2ຕ͋Δܗ֯ࡾฏ
໘ΛுΓ߹ΘͤΔͱɺτʔϥε͕࡞ΕΔ͕ɺ͜ͷͱ͖ɺ∆V = 6,∆e = 6,∆f = গ͢ΔͷͰɺτʔϥݮ2͚ͩ
εͷ Euler 0ͱ͔Δɻɺਅ໘ʹܗ֯ࡾׂΛͯ͠ಉ༷ͷ݁Ռ͕ग़ͤɺEulerͷٻΊํ༷ʑ
Ͱ͋Δɻ

22

（格子の周期性と連続性より）

←連続理論

←格子理論

↑
ダブラー

物理的な粒子
↓

青木慎也, 
格子上の場の理論
(シュプリンガー)
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ダブリング問題の回避⽅法

Nielsen-二宮の定理

1. 平行移動不変性
2. カイラル対称性
3. フェルミオン場の双一次形式
4. エルミート性
5. 局所性

ͱ༩͑ΒΕΔɻ c0, c1࿈ଓݶۃͰ࿈ଓཧʹ͓͚Δήʔδ࡞༻ͱҰக͢ΔΑ͏ʹܾ
ఆ͞Εɺ

c0 + 8c1 = 1 , (3.39)

ͷؔࣜΛຬͨ͢ඞཁ͕͋Δɻ
 c0, c1ͷ۩ମతΛܾఆ͢Δํ๏͍͔ͭ͋͘Γɺํ๏ͷҧ͍ʹΑͬͯ࡞༻ͷ໊

લ͕ҟͳΔɻຊڀݚͰɺ

c0 = 3.648 , c1 = −0.331 , (3.40)

ͱ࡚ͨ͠ؠήʔδ࡞༻ [55]Λ༻͢Δɻ͜ͷɺઁಈతϒϩοΫεϐϯ܁ΓࠐΈ܈
يΕͨ·ࠐΓ܁WilsonϧʔϓͷΛௐ͢Δ͜ͱʹΑΓɺ͍ͯͮجʹ (Renormalized

Trajectory)্ͷ࡞༻ʹΑΓۙͮ͘Α͏ʹܾఆ͞Εͨɻ·ͨୈ 5ষͷઌڀݚߦͰ༻͞Εͨ
Lüscher & Weisz࡞༻ɺ·ͨ Tree-Loop Symanzik࡞༻ͱݺΕΔ࡞༻ [56, 57]

c0 =
5

3
, c1 = − 1

12
, (3.41)

Ͱఆٛ͞ΕΔɻͦͷଞʹɺඇઁಈత܁ΓࠐΈ͍ͯͮجʹ܈తղੳΛͨͬߦDBW2

༺࡞ (Doubly Blocked from Wilson Action in Two Coupling Space) [58, 59]ͳͲ͋Γɺ
͜ͷ߹ɺ

c0 = 12.2552 , c1 = −1.4069 , (3.42)

ͱఆٛ͞ΕΔɻ

3.2 ஙߏͷ༺࡞ϑΣϧϛΦϯࢠ֨

3.2.1 ୯७ͳ֨ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻ͱμϒϦϯά

༺࡞ϢʔΫϦουۭؒʹ͓͚Δ࿈ଓཧͰͷϑΣϧϛΦϯݩ࣍4

SF =

∫ ∞

−∞
d4x ψ̄(x)(γµDµ +m)ψ(x) , (3.43)

ͱॻ͚ΔɻڞมඍΛࣜ (3.20)Ͱఆٛ͞ΕͨڞมࠩͰஔ͖͑ɺࣜ (3.32)ͷۭؒ࣌ͷ
ͱੵͷؔࢠ֨ͯͬैʹੑԽ͢Δͱɺࣜ (3.43)ʹରԠ͢Δ୯७ͳ֨ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻
ҎԼͷΑ͏ʹͳΔ:

S0
F = a4

∑

x

ψ̄(x)

[
∑

µ

1

2
γµ(∇µ +∇∗

µ) +m

]
ψ(x)

= a4
∑

x

ψ̄(x)

[
∑

µ

γµ
Uµ(x)ψ(x+ aµ̂)− U−1

µ (x− aµ̂)ψ(x− aµ̂)

2a
+mψ(x)

]
.

(3.44)

18

格子上での単純なフェルミオン作用

格子フェルミオン作用に以下の5つの仮定を課すと、
非物理的な余計なフェルミオン粒子（ダブラー）が現れてしまう。

（ダブリング問題）

← これを格子フェルミオン作用を作る条件
から外す

※ Nielsen-二宮の定理は
ダブラーが現れるための
必要条件

Nielsen & Ninomiya, 
Nucl. Phys. B 185, 20 (1981) .
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Wilsonフェルミオン作⽤

ͱ༩͑ΒΕΔɻ c0, c1࿈ଓݶۃͰ࿈ଓཧʹ͓͚Δήʔδ࡞༻ͱҰக͢ΔΑ͏ʹܾ
ఆ͞Εɺ

c0 + 8c1 = 1 , (3.39)

ͷؔࣜΛຬͨ͢ඞཁ͕͋Δɻ
 c0, c1ͷ۩ମతΛܾఆ͢Δํ๏͍͔ͭ͋͘Γɺํ๏ͷҧ͍ʹΑͬͯ࡞༻ͷ໊

લ͕ҟͳΔɻຊڀݚͰɺ

c0 = 3.648 , c1 = −0.331 , (3.40)

ͱ࡚ͨ͠ؠήʔδ࡞༻ [55]Λ༻͢Δɻ͜ͷɺઁಈతϒϩοΫεϐϯ܁ΓࠐΈ܈
يΕͨ·ࠐΓ܁WilsonϧʔϓͷΛௐ͢Δ͜ͱʹΑΓɺ͍ͯͮجʹ (Renormalized

Trajectory)্ͷ࡞༻ʹΑΓۙͮ͘Α͏ʹܾఆ͞Εͨɻ·ͨୈ 5ষͷઌڀݚߦͰ༻͞Εͨ
Lüscher & Weisz࡞༻ɺ·ͨ Tree-Loop Symanzik࡞༻ͱݺΕΔ࡞༻ [56, 57]

c0 =
5

3
, c1 = − 1

12
, (3.41)

Ͱఆٛ͞ΕΔɻͦͷଞʹɺඇઁಈత܁ΓࠐΈ͍ͯͮجʹ܈తղੳΛͨͬߦDBW2

༺࡞ (Doubly Blocked from Wilson Action in Two Coupling Space) [58, 59]ͳͲ͋Γɺ
͜ͷ߹ɺ

c0 = 12.2552 , c1 = −1.4069 , (3.42)

ͱఆٛ͞ΕΔɻ

3.2 ஙߏͷ༺࡞ϑΣϧϛΦϯࢠ֨

3.2.1 ୯७ͳ֨ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻ͱμϒϦϯά

༺࡞ϢʔΫϦουۭؒʹ͓͚Δ࿈ଓཧͰͷϑΣϧϛΦϯݩ࣍4

SF =

∫ ∞

−∞
d4x ψ̄(x)(γµDµ +m)ψ(x) , (3.43)

ͱॻ͚ΔɻڞมඍΛࣜ (3.20)Ͱఆٛ͞ΕͨڞมࠩͰஔ͖͑ɺࣜ (3.32)ͷۭؒ࣌ͷ
ͱੵͷؔࢠ֨ͯͬैʹੑԽ͢Δͱɺࣜ (3.43)ʹରԠ͢Δ୯७ͳ֨ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻
ҎԼͷΑ͏ʹͳΔ:

S0
F = a4

∑

x

ψ̄(x)

[
∑

µ

1

2
γµ(∇µ +∇∗

µ) +m

]
ψ(x)

= a4
∑

x

ψ̄(x)

[
∑

µ

γµ
Uµ(x)ψ(x+ aµ̂)− U−1

µ (x− aµ̂)ψ(x− aµ̂)

2a
+mψ(x)

]
.

(3.44)

18

Wilsonフェルミオン作用

Poincaré-HopfͷఆཧΑΓɺ࣮͠ϕΫτϧ Fµ(p)͕θϩ p∗Λͭ࣋ͳΒɺͦͷθ
ϩඞͣ 2ͭҎ্ଘ͢ࡏΔɻFµ(p)ͷθϩཻࢠඳ૾ʹରԠ͢ΔͨΊɺ্هͷԾఆ 1ʙ5

Λຬͨ֨͢ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻ʹɺඞͣμϒϥʔ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕͑ݴΔɻঘɺNielsen-

ೋٶͷఆཧμϒϥʔ͕ଘ͢ࡏΔͨΊͷे݅Ͱ͋ΔͨΊɺྫ͑Ծఆ 1ʙ5ͷ͍ͣΕ͔Λ
ຬͨ͞ͳͯ͘ɺμϒϥʔ͕ଘ͢ࡏΔՄੑ͋Δɻ

3.2.4 WilsonϑΣϧϛΦϯ࡞༻

͜ͷ߲ͰɺμϒϦϯάΛղܾ͢ΔͨΊʹߟҊ͞Εͨ֨ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻ͷதͰɺ
༺࡞༗໊ͳWilsonϑΣϧϛΦϯ࠷ [74, 75]ʹ͍ͭͯհ͢Δɻ
ୈ 3.1.1߲Ͱड़ͨ֨ࢠཧΛߏங͢Δࡍͷࢦಋݪཧ 1ʹ͋ΔΑ͏ʹɺ֨࡞ࢠ༻࿈ଓۃ

ϑΣϧϛΦࢠͱҰக͢ΔΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔɻैͬͯɺ୯७ͳ֨༺࡞࿈ଓཧͷ͍͓ͯʹݶ
ϯ࡞༻ ִؒࢠ֨ʹ(3.44) aͷ߲࣍ߴO(a)ΛՃͯ͠ɺ࿈ଓݶۃΛऔΕಉ͡࿈ଓཧ
ͷ࡞༻Λ͢ݱ࠶ΔͷͰɺͦͷΑ͏ͳ߲ΛՃͨ͠࡞༻ࢦಋݪཧ 1͔Β͞ڐΕΔɻWilson

ϑΣϧϛΦϯ࡞༻Wilson߲ͱݺΕΔO(a)ͷ ͷඍ߲࣍2

SW = −ar

2

∫
d4x ψ̄(x)D2ψ(x)

→ −ar

2
a4

∑

x

ψ̄(x)∇∗
µ∇µψ(x)

= −a3r

2

∑

x,µ

[
ψ̄(x)Uµ(x)ψ(x+ aµ̂) + ψ̄(x+ aµ̂)U †

µ(x)ψ(x)− 2ψ̄(x)ψ(x)
]
,

(3.62)

Λ୯७ͳ֨ࢠϑΣϧϛΦϯ࡞༻ S0
F ʹՃ͑Δ͜ͱͰఆٛ͞ΕΔ:

SF = S0
F + SW . (3.63)

͜͜ͰɺrWilsonύϥϝʔλͰ͋ΔɻWilson߲࿈ଓݶۃͰθϩʹͳΔ߲ͳͷͰɺWilson

ύϥϝʔλͷجຊతʹθϩҎ֎ͷҙͷΛͱΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ [75]ɻຊڀݚͰWilson

ύϥϝʔλΛ r = 1ͱͯ͢͠ࢉܭΔɻWilsonϑΣϧϛΦϯ࡞༻ͰɺWilson߲ʹΑΓɺ
Nielsen-ೋٶͷఆཧͷ 2ͭͷԾఆͰ͋ΔΧΠϥϧରশੑΛഁΔ͜ͱͰμϒϦϯά͕
ճආ͞ΕΔɻ͔͠͠ͳ͕ΒɺNielsen-ೋٶͷఆཧͷԾఆΛຬͨ͞ͳͯ͘ɺμϒϥʔ͕ଘ
μϒϦϯάΛճආ͢ʹ͔͕֬༺࡞ΔՄੑ͋ΔɻैͬͯɺWilsonϑΣϧϛΦϯ͢ࡏ
Δ͜ͱΛௐΔͷॏཁͳ͜ͱͰ͋Δɻ͜͜Ͱୈ 3.2.1߲ͷͱ͖ͱಉ༷ʹɺ؆୯ͷͨΊɺ
ࣗ༝ɺͭ·Γ ∀Uµ(x) = 1ͷ߹ͷΈΛ͑ߟΔ:

SW = −a3r

2

∑

x,µ

[
ψ̄(x)ψ(x+ aµ̂) + ψ̄(x+ aµ̂)ψ(x)− 2ψ̄(x)ψ(x)

]
. (3.64)

͜ͷͱ͖ɺWilsonϑΣϧϛΦϯ࡞༻ SF 

SF =

∫
d4p

(2π)4
ψ̄(−p)

[
∑

µ

i

a
γµ sin(pµa) +m+

r

a

∑

µ

(1− cos(pµa))

]
ψ(p) , (3.65)
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Wilson項を追加

1 Wilson Fermion ͱ chiral ରশੑ

Wilson Fermion(WF)  Wilson(ͷݩ࣍4) Fermion term

−ar

2

∫
d4x ψ̄(x)D2ψ(x) , (1)

D2 =
4∑

µ=1

DµDµ , Dµ = ∂µ + igAµ (µ = 1, · · · , 4) , (2)

ΛؚΉͷͰɺchiral ม
{
ψ(x) → eiθγ5 ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) eiθγ5
, (3)

ͷͱͰɺchiral ରশੑΛഁΔ:

ψ̄(x)D2ψ(x) → ψ̄(x) eiθγ5D2eiθγ5 ψ(x)

= ψ̄(x) e2iθγ5D2 ψ(x) . (4)

Ұൠతͳ Fermion action

SF = ψ̄DDOψ , (5)

Λ͑ߟΔͱɺ͜ͷ action ͕ chiral ରশੑΛอͭͨΊʹɺҰൠతͳDirac operator DDO

͕ҎԼͷ݅ࣜΛຬͨ͢ඞཁ͕͋Δ:

γ5DDO +DDOγ5 = 0 . (6)

Wilson Fermion ͷ߹ɺ

γ5DWF +DWFγ5 = −ar

2
γ5D

2 − ar

2
D2γ5

= −arγ5D
2 , (7)

ͱͳΓɺӈลθϩʹͳΒͳ͍ɻ

1

1 Wilson Fermion ͱ chiral ରশੑ

Wilson Fermion(WF)  Wilson(ͷݩ࣍4) Fermion term

−ar

2

∫
d4x ψ̄(x)D2ψ(x) , (1)

D2 =
4∑

µ=1

DµDµ , Dµ = ∂µ + igAµ (µ = 1, · · · , 4) , (2)

ΛؚΉͷͰɺchiral ม
{
ψ(x) → eiθγ5 ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) eiθγ5
, (3)

ͷͱͰɺchiral ରশੑΛഁΔ:

ψ̄(x)D2ψ(x) → ψ̄(x) eiθγ5D2eiθγ5 ψ(x)

= ψ̄(x) e2iθγ5D2 ψ(x) . (4)

Ұൠతͳ Fermion action

SF = ψ̄DDOψ , (5)

Λ͑ߟΔͱɺ͜ͷ action ͕ chiral ରশੑΛอͭͨΊʹɺҰൠతͳDirac operator DDO

͕ҎԼͷ݅ࣜΛຬͨ͢ඞཁ͕͋Δ:

γ5DDO +DDOγ5 = 0 . (6)

Wilson Fermion ͷ߹ɺ

γ5DWF +DWFγ5 = −ar

2
γ5D

2 − ar

2
D2γ5

= −arγ5D
2 , (7)

ͱͳΓɺӈลθϩʹͳΒͳ͍ɻ

1

1 Wilson Fermion ͱ chiral ରশੑ

Wilson Fermion(WF)  Wilson(ͷݩ࣍4) Fermion term

−ar

2

∫
d4x ψ̄(x)D2ψ(x) , (1)

D2 =
4∑

µ=1

DµDµ , Dµ = ∂µ + igAµ (µ = 1, · · · , 4) , (2)

ΛؚΉͷͰɺchiral ม
{
ψ(x) → eiθγ5 ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) eiθγ5
, (3)

ͷͱͰɺchiral ରশੑΛഁΔ:

ψ̄(x)D2ψ(x) → ψ̄(x) eiθγ5D2eiθγ5 ψ(x)

= ψ̄(x) e2iθγ5D2 ψ(x) . (4)

Ұൠతͳ Fermion action

SF = ψ̄DDOψ , (5)

Λ͑ߟΔͱɺ͜ͷ action ͕ chiral ରশੑΛอͭͨΊʹɺҰൠతͳDirac operator DDO

͕ҎԼͷ݅ࣜΛຬͨ͢ඞཁ͕͋Δ:

γ5DDO +DDOγ5 = 0 . (6)

Wilson Fermion ͷ߹ɺ

γ5DWF +DWFγ5 = −ar

2
γ5D

2 − ar

2
D2γ5

= −arγ5D
2 , (7)

ͱͳΓɺӈลθϩʹͳΒͳ͍ɻ

1

カイラル変換

の下で、Wilson項は可変：

Wilson項はカイラル対称性を陽に破る！
※ Nielsen-二宮の定理は
ダブラーが現れるための
必要条件

Wilson項は連続極限
で消える。

K. G. Wilson, MIT Press, Cambridge (1975). 
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WF作⽤による探索の問題点

π

σ

カイラル対称性の自発的破れの概念図

？

これまでのσ中間子に関する研究は
カイラル対称性を陽に破った格子作用（ウィルソン・フェルミオン作用）
を用いた格子QCD計算

σ中間子はカイラル対称性
と深い関わりがある粒子

TOF作用
○ カイラル対称性を尊重した格子作用
×計算量がWF作用の数百倍！

QCDヒッグス
粒子の候補

TOF:
Truncated Overlap Fermion

WF: Wilson Fermion
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カイラル対称性

格子QCDでは、ダブリング問題を避けるために、
カイラル対称性を陽に破ったWF作用が多く使われている。

M. Wakayama

1 Wilson Fermion ͱ chiral ରশੑ

Wilson Fermion(WF)  Wilson(ͷݩ࣍4) Fermion term

−ar

2

∫
d4x ψ̄(x)D2ψ(x) , (1)

D2 =
4∑

µ=1

DµDµ , Dµ = ∂µ + igAµ (µ = 1, · · · , 4) , (2)

ΛؚΉͷͰɺchiral ม
{
ψ(x) → eiθγ5 ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) eiθγ5
, (3)

ͷͱͰɺchiral ରশੑΛഁΔ:

ψ̄(x)D2ψ(x) → ψ̄(x) eiθγ5D2eiθγ5 ψ(x)

= ψ̄(x) e2iθγ5D2 ψ(x) . (4)

Ұൠతͳ Fermion action

SF = ψ̄DDOψ , (5)

Λ͑ߟΔͱɺ͜ͷ action ͕ chiral ରশੑΛอͭͨΊʹɺҰൠతͳDirac operator DDO

͕ҎԼͷ݅ࣜΛຬͨ͢ඞཁ͕͋Δ:

γ5DDO +DDOγ5 = 0 . (6)

Wilson Fermion ͷ߹ɺ

γ5DWF +DWFγ5 = −ar

2
γ5D

2 − ar

2
D2γ5

= −arγ5D
2 , (7)

ͱͳΓɺӈลθϩʹͳΒͳ͍ɻ

1

カイラル対称性：カイラル変換の下で、作用 が不変

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

γ5DTOF +DTOFγ5 = DTOFγ5DTOF

qq̄

γ5D +Dγ5 = RaDγ5D , (1)

{
ψ(x) → eiθγ5(1−

Ra
2 D) ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) eiθ(1−
Ra
2 D)γ5

, (2)

δS = ψ̄

(
1− Ra

2
D

)
γ5Dψ + ψ̄Dγ5

(
1− Ra

2
D

)
ψ

= ψ̄ [γ5D +Dγ5 −RaDγ5D]ψ (3)

SF = ψ̄Dψ (4)

Fµ(p) = 0 (5)

Fµ(p) = pµa

Fµ(p) = sin(pµa) (6)

DTOF = εsPst
(
D−1

PV

)
tu
(DDWF )uv Pvwεw

1

カイラル対称性を持つ作用のフェルミオン行列Dの関係式：

カイラル対称性を格子上に拡張した格子カイラル対称性を
作用が持っていても、ダブリング問題には抵触しないのでは？？

Ginsparg & Wilson (1982)
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格⼦カイラル対称性

M. Wakayama

格子カイラル対称性：格子カイラル変換の下で、作用
が不変

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

γ5DTOF +DTOFγ5 = DTOFγ5DTOF

qq̄

γ5D +Dγ5 = RaDγ5D , (1)

{
ψ(x) → eiθγ5(1−

Ra
2 D) ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) eiθ(1−
Ra
2 D)γ5

, (2)

δS = ψ̄

(
1− Ra

2
D

)
γ5Dψ + ψ̄Dγ5

(
1− Ra

2
D

)
ψ

= ψ̄ [γ5D +Dγ5 −RaDγ5D]ψ (3)

SF = ψ̄Dψ (4)

Fµ(p) = 0 (5)

Fµ(p) = pµa

Fµ(p) = sin(pµa) (6)

DTOF = εsPst
(
D−1

PV

)
tu
(DDWF )uv Pvwεw

1

格子カイラル対称性を持つ作用のフェルミオン行列Dの関係式：

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

γ5DTOF +DTOFγ5 = DTOFγ5DTOF

qq̄

γ5D +Dγ5 = RaDγ5D , (1)

{
ψ(x) → eiθγ5(1−

Ra
2 D) ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) eiθ(1−
Ra
2 D)γ5

, (2)

δS = ψ̄

(
1− Ra

2
D

)
γ5Dψ + ψ̄Dγ5

(
1− Ra

2
D

)
ψ

= ψ̄ [γ5D +Dγ5 −RaDγ5D]ψ (3)

DTOF = εsPst
(
D−1

PV

)
tu
(DDWF )uv Pvwεw

DTOF =
1 +mfa

2
+

1−mfa

2
γ5

(1 +Hw)
N5 − (1−Hw)

N5

(1 +Hw)
N5 + (1−Hw)

N5

DWF (x, y) = (4−M5) δx,y −
1

2

4∑

µ=1

[
(1− γµ)Uµ(x)δy,x+µ̂ + (1 + γµ)U

†
µ(y)δy,x−µ̂

]
(4)

DPV (x, y) = DDWF (mf = 1)(x, y) ,

Pst = PLδs,t + PRδs+1,t + PRδs,N5δt,1 , εs = δ1,s

Hw = γ5
DWF

DWF + 2

DTOF =
1

Ra
[1 + V ] , γ5V γ5 = V † , V V † = 1

P (t) = Z0e
−m0t + Z1e

−m1t + . . .

1

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

γ5DTOF +DTOFγ5 = DTOFγ5DTOF

qq̄

γ5D +Dγ5 = RaDγ5D , (1)

{
ψ(x) → eiθγ5(1−

Ra
2 D) ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) eiθ(1−
Ra
2 D)γ5

, (2)

δS = ψ̄

(
1− Ra

2
D

)
γ5Dψ + ψ̄Dγ5

(
1− Ra

2
D

)
ψ

= ψ̄ [γ5D +Dγ5 −RaDγ5D]ψ (3)

DTOF = εsPst
(
D−1

PV

)
tu
(DDWF )uv Pvwεw

DTOF =
1 +mfa

2
+

1−mfa

2
γ5

(1 +Hw)
N5 − (1−Hw)

N5

(1 +Hw)
N5 + (1−Hw)

N5

DWF (x, y) = (4−M5) δx,y −
1

2

4∑

µ=1

[
(1− γµ)Uµ(x)δy,x+µ̂ + (1 + γµ)U

†
µ(y)δy,x−µ̂

]
(4)

DPV (x, y) = DDWF (mf = 1)(x, y) ,

Pst = PLδs,t + PRδs+1,t + PRδs,N5δt,1 , εs = δ1,s

Hw = γ5
DWF

DWF + 2

DTOF =
1

Ra
[1 + V ] , γ5V γ5 = V † , V V † = 1

P (t) = Z0e
−m0t + Z1e

−m1t + . . .

1

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

γ5DTOF +DTOFγ5 = DTOFγ5DTOF

qq̄

γ5D +Dγ5 = RaDγ5D , (1)

{
ψ(x) → eiθγ5(1−

Ra
2 D) ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) eiθ(1−
Ra
2 D)γ5

, (2)

δS = ψ̄

(
1− Ra

2
D

)
γ5Dψ + ψ̄Dγ5

(
1− Ra

2
D

)
ψ

= ψ̄ [γ5D +Dγ5 −RaDγ5D]ψ (3)

DTOF = εsPst
(
D−1

PV

)
tu
(DDWF )uv Pvwεw

DTOF =
1 +mfa

2
+

1−mfa

2
γ5

(1 +Hw)
N5 − (1−Hw)

N5

(1 +Hw)
N5 + (1−Hw)

N5

DWF (x, y) = (4−M5) δx,y −
1

2

4∑

µ=1

[
(1− γµ)Uµ(x)δy,x+µ̂ + (1 + γµ)U

†
µ(y)δy,x−µ̂

]
(4)

DPV (x, y) = DDWF (mf = 1)(x, y) ,

Pst = PLδs,t + PRδs+1,t + PRδs,N5δt,1 , εs = δ1,s

Hw = γ5
DWF

DWF + 2

DTOF =
1

Ra
[1 + V ] , γ5V γ5 = V † , V V † = 1

P (t) = Z0e
−m0t + Z1e

−m1t + . . .

1

P.H. Ginsparg & K.G. Wilson, 
Phys. Rev. D25 (1982)

TOF作用はGW関係式を（ある条件下で）満たす！

Ginsparg-Wilson(GW)関係式

連続極限でカイラル対称性になる。



4次元時空間
への射影

5次元方向

TOF作用
A. Boriçi, Nucl. Phys. Proc. 
Suppl. 83, 771 (2000).

Wilsonフェルミオン：

※添字は空間の5次元方向の格子点を表す
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mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

qq̄

DTOF = εsPst
(
D−1

PV

)
tu
(DDWF )uv Pvwεw

1

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

qq̄

DTOF = εsPst
(
D−1

PV

)
tu
(DDWF )uv Pvwεw

DPV (x, y) = DDWF (mf = 1)(x, y) ,

Pst = PLδs,t + PRδs+1,t + PRδs,N5δt,1 , εs = δ1,s

1

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

qq̄

DTOF = εsPst
(
D−1

PV

)
tu
(DDWF )uv Pvwεw

DTOF =
1 +mfa

2
+

1−mfa

2
γ5

(1 +Hw)
N5 − (1−Hw)

N5

(1 +Hw)
N5 + (1−Hw)

N5

DWF (x, y) = (4−M5) δx,y −
1

2

4∑

µ=1

[
(1− γµ)Uµ(x)δy,x+µ̂ + (1 + γµ)U

†
µ(y)δy,x−µ̂

]
(1)

DPV (x, y) = DDWF (mf = 1)(x, y) ,

Pst = PLδs,t + PRδs+1,t + PRδs,N5δt,1 , εs = δ1,s

1
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TOF作用とGW関係式

5次元方向の格子サイズ : N5 → 無限大
クォーク質量 : mf → 0

M. Wakayama

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

qq̄

DTOF = εsPst
(
D−1

PV

)
tu
(DDWF )uv Pvwεw

1

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

qq̄

DTOF = εsPst
(
D−1

PV

)
tu
(DDWF )uv Pvwεw

DTOF =
1 +mfa

2
+

1−mfa

2
γ5

(1 +Hw)
N5 − (1−Hw)

N5

(1 +Hw)
N5 + (1−Hw)

N5

DPV (x, y) = DDWF (mf = 1)(x, y) ,

Pst = PLδs,t + PRδs+1,t + PRδs,N5δt,1 , εs = δ1,s

1

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

qq̄

DTOF = εsPst
(
D−1

PV

)
tu
(DDWF )uv Pvwεw

DTOF =
1 +mfa

2
+

1−mfa

2
γ5

(1 +Hw)
N5 − (1−Hw)

N5

(1 +Hw)
N5 + (1−Hw)

N5

DWF (x, y) = (4−M5) δx,y −
1

2

4∑

µ=1

[
(1− γµ)Uµ(x)δy,x+µ̂ + (1 + γµ)U

†
µ(y)δy,x−µ̂

]
(1)

DPV (x, y) = DDWF (mf = 1)(x, y) ,

Pst = PLδs,t + PRδs+1,t + PRδs,N5δt,1 , εs = δ1,s

Hw = γ5
DWF

DWF + 2

1

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

qq̄

DTOF = εsPst
(
D−1

PV

)
tu
(DDWF )uv Pvwεw

DTOF =
1 +mfa

2
+

1−mfa

2
γ5

(1 +Hw)
N5 − (1−Hw)

N5

(1 +Hw)
N5 + (1−Hw)

N5

DWF (x, y) = (4−M5) δx,y −
1

2

4∑

µ=1

[
(1− γµ)Uµ(x)δy,x+µ̂ + (1 + γµ)U

†
µ(y)δy,x−µ̂

]
(1)

DPV (x, y) = DDWF (mf = 1)(x, y) ,

Pst = PLδs,t + PRδs+1,t + PRδs,N5δt,1 , εs = δ1,s

Hw = γ5
DWF

DWF + 2

DTOF =
1

Ra
[1 + V ] , γ5V γ5 = V † , V V † = 1

1

TOF作用はGW関係式を、上記の極限で満たす！

A. Boriçi, Nucl. Phys. Proc. 
Suppl. 83, 771 (2000).mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

γ5DTOF +DTOFγ5 = DTOFγ5DTOF

qq̄

γ5D +Dγ5 = RaDγ5D , (1)

{
ψ(x) → eiθγ5(1−

Ra
2 D) ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) eiθ(1−
Ra
2 D)γ5

, (2)

δS = ψ̄

(
1− Ra

2
D

)
γ5Dψ + ψ̄Dγ5

(
1− Ra

2
D

)
ψ

= ψ̄ [γ5D +Dγ5 −RaDγ5D]ψ (3)

DTOF = εsPst
(
D−1

PV

)
tu
(DDWF )uv Pvwεw

DTOF =
1 +mfa

2
+

1−mfa

2
γ5

(1 +Hw)
N5 − (1−Hw)

N5

(1 +Hw)
N5 + (1−Hw)

N5

DWF (x, y) = (4−M5) δx,y −
1

2

4∑

µ=1

[
(1− γµ)Uµ(x)δy,x+µ̂ + (1 + γµ)U

†
µ(y)δy,x−µ̂

]
(4)

DPV (x, y) = DDWF (mf = 1)(x, y) ,

Pst = PLδs,t + PRδs+1,t + PRδs,N5δt,1 , εs = δ1,s

Hw = γ5
DWF

DWF + 2

DTOF =
1

Ra
[1 + V ] , γ5V γ5 = V † , V V † = 1

P (t) = Z0e
−m0t + Z1e

−m1t + . . .

1



COST (TOF作用) ~ COST (WF作用) × Order(N5
2) !
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TOF作用での計算時間

M. Wakayama

5次元方向
格子サイズ
N5

TOF作用はチューニングとの戦い
・ 大阪大学サイバーメディアセンターやNECの人たちとも協力
2017年度：55時間→ 46時間 （1.2倍に高速化）（SX-ACE）
2020年度：46時間→ 40時間 （1.1倍に高速化）（SX-ACE）
2021年度：SX-ACE → SX-Aurora （3.2倍に高速化、今後、

6倍程度まで高速化を目指す）
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Contents
1. Introduction: 質量の起源
2. 格子QCDにおけるフェルミオン作用
・ 単純なフェルミオン作用
・ Wilsonフェルミオン作用
・ トランケイテッド・オーバーラップフェルミオン（TOF）
作用

3. TOF作用の極限評価

4. まとめと将来の展望

M. Wakayama
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TOF作用の極限評価

1. 5次元方向の格子サイズ : N5 → 無限大
2. 4次元時空の格子サイズ : NX, NY, NZ, NT →無限大
3. クォーク質量 : mf → 0 （カイラル極限）
4. 格子間隔 : a → 0

M. Wakayama

TOF作用では、以下の順に極限を取る必要がある。
数値計算では、格子サイズなどのパラメータは全て有限値。

極限への振る舞いはほとんどの場合、非自明。

例外：カイラル極限でのパイ中間子の質量
Gell-Mann-Oaks-Renner関係式：

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

γ5DTOF +DTOFγ5 = DTOFγ5DTOF

qq̄

γ5D +Dγ5 = RaDγ5D , (1)

{
ψ(x) → eiθγ5(1−

Ra
2 D) ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) eiθ(1−
Ra
2 D)γ5

, (2)

δS = ψ̄

(
1− Ra

2
D

)
γ5Dψ + ψ̄Dγ5

(
1− Ra

2
D

)
ψ

= ψ̄ [γ5D +Dγ5 −RaDγ5D]ψ (3)

SF = ψ̄Dψ (4)

m2
π = Cmf +O(m2

f ) (5)

Fµ(p) = 0 (6)

Fµ(p) = pµa

Fµ(p) = sin(pµa) (7)

1
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TOF作用の極限評価

1. 5次元方向の格子サイズ : N5 → 無限大
2. 4次元時空の格子サイズ : NX, NY, NZ, NT →無限大
3. クォーク質量 : mf → 0 （カイラル極限）
4. 格子間隔 : a → 0

M. Wakayama

TOF作用では、以下の順に極限を取る必要がある。
数値計算では、格子サイズなどのパラメータは全て有限値。

極限への振る舞いはほとんどの場合、非自明。

例外：カイラル極限でのパイ中間子の質量
Gell-Mann-Oaks-Renner関係式：

今日の目標
TOF作用の極限での振る舞いを理解する。

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

γ5DTOF +DTOFγ5 = DTOFγ5DTOF

qq̄

γ5D +Dγ5 = RaDγ5D , (1)

{
ψ(x) → eiθγ5(1−

Ra
2 D) ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) eiθ(1−
Ra
2 D)γ5

, (2)

δS = ψ̄

(
1− Ra

2
D

)
γ5Dψ + ψ̄Dγ5

(
1− Ra

2
D

)
ψ

= ψ̄ [γ5D +Dγ5 −RaDγ5D]ψ (3)

SF = ψ̄Dψ (4)

m2
π = Cmf +O(m2

f ) (5)

Fµ(p) = 0 (6)

Fµ(p) = pµa

Fµ(p) = sin(pµa) (7)

1
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Simulation Setup
2フレーバー格子QCD（クエンチ近似）
!プラケットゲージ作用

クォーク相関関数

ゲージ配位

! トランケイテッド・オーバーラップフェルミオン作用

・ 4次元時空の格子サイズ : NX*NY*NZ*NT = 8*8*8*24
・ β = 5.7

・ ドメインウォールの高さ : M5 = 1.65

M. Wakayama

N5＼ mf a 0.04 0.06 0.08

3 200 conf. 200 conf. 800 conf.

8 4000 conf. 4000 conf. 4000 conf.

16 4000 conf. 1500 conf. 1500 conf.

24 80 conf. 80 conf. 80 conf.

32 7860 conf. 3000 conf. 3000 conf.

48 ---- 3120 conf. 3120 conf.
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格子QCDにおける中間子の相関関数

M. Wakayama

Matthews-Salamの公式

中間子演算子

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

γ5DTOF +DTOFγ5 = DTOFγ5DTOF

qq̄

γ5D +Dγ5 = RaDγ5D , (1)

{
ψ(x) → eiθγ5(1−

Ra
2 D) ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) eiθ(1−
Ra
2 D)γ5

, (2)

δS = ψ̄

(
1− Ra

2
D

)
γ5Dψ + ψ̄Dγ5

(
1− Ra

2
D

)
ψ

= ψ̄ [γ5D +Dγ5 −RaDγ5D]ψ (3)

SF = ψ̄Dψ (4)

m2
π = Cmf +O(m2

f ) (5)

(mπa)
2 = C0 + C1N

−1
5 +O(N−2

5 ) (6)

mρa = C0 + C1N
−1
5 +O(N−2

5 ) (7)

∫
Dψ̄Dψ ψ̄iψjψ̄kψle

−ψ̄Dψ = detD
{(

D−1
)
ji

(
D−1

)
lk
−

(
D−1

)
jk

(
D−1

)
li

}
(8)

1

中間子相関関数

G(t) =

〈
∑

x

M(t,x)M †(0,0)

〉

=
1

Z

∑

x a,b

∫
DUDψ̄Dψ ψ̄a(t,x)Γψa(t,x)

(
ψ̄b(0,0)Γψ̄b(0,0)

)†
e−SG(U)−SF (ψ̄,ψ,U)

=
1

Z

∑

x

∫
DU detDe−SG(U)

{
Trsc

[
ΓD−1

t,x;t,x

]
Trsc

[
γ4Γ

†γ4D
−1
0,0;0,0

]
− Trsc

[
ΓD−1

t,x;0,0γ4Γ
†γ4D

−1
0,0;t,x

]}

Fµ(p) = pµa

Fµ(p) = sin(pµa) (9)

DTOF = εsPst
(
D−1

PV

)
tu
(DDWF )uv Pvwεw

DTOF =
1 +mfa

2
+

1−mfa

2
γ5

(1 +Hw)
N5 − (1−Hw)

N5

(1 +Hw)
N5 + (1−Hw)

N5

DWF (x, y) = (4−M5) δx,y −
1

2

4∑

µ=1

[
(1− γµ)Uµ(x)δy,x+µ̂ + (1 + γµ)U

†
µ(y)δy,x−µ̂

]
(10)

DPV (x, y) = DDWF (mf = 1)(x, y) ,

Pst = PLδs,t + PRδs+1,t + PRδs,N5δt,1 , εs = δ1,s

Hw = γ5
DWF

DWF + 2

DTOF =
1

Ra
[1 + V ] , γ5V γ5 = V † , V V † = 1

P (t) = Z0e
−m0t + Z1e

−m1t + . . .

2



G(t) =

〈
∑

x

M(t,x)M †(0,0)

〉

=
1

Z

∑

x a,b

∫
DUDψ̄Dψ ψ̄a(t,x)Γψa(t,x)

(
ψ̄b(0,0)Γψ̄b(0,0)

)†
e−SG(U)−SF (ψ̄,ψ,U)

=
1

Z

∑

x

∫
DU detDe−SG(U)

{
Trsc

[
ΓD−1

t,x;t,x

]
Trsc

[
γ4Γ

†γ4D
−1
0,0;0,0

]
− Trsc

[
ΓD−1

t,x;0,0γ4Γ
†γ4D

−1
0,0;t,x

]}

Fµ(p) = pµa

Fµ(p) = sin(pµa) (9)

DTOF = εsPst
(
D−1

PV

)
tu
(DDWF )uv Pvwεw

DTOF =
1 +mfa

2
+

1−mfa

2
γ5

(1 +Hw)
N5 − (1−Hw)

N5

(1 +Hw)
N5 + (1−Hw)

N5

DWF (x, y) = (4−M5) δx,y −
1

2

4∑

µ=1

[
(1− γµ)Uµ(x)δy,x+µ̂ + (1 + γµ)U

†
µ(y)δy,x−µ̂

]
(10)

DPV (x, y) = DDWF (mf = 1)(x, y) ,

Pst = PLδs,t + PRδs+1,t + PRδs,N5δt,1 , εs = δ1,s

Hw = γ5
DWF

DWF + 2

DTOF =
1

Ra
[1 + V ] , γ5V γ5 = V † , V V † = 1

P (t) = Z0e
−m0t + Z1e

−m1t + . . .

2

24/44M. Wakayama

モンテ・カルロ法を使うことで、
格子QCDから中間子の相関関数が得られる。

カラーとスピノールに対するトレース

格子QCDにおける中間子の相関関数
中間子演算子

中間子相関関数
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完全系を挿入する

☆時刻tが大きいところでは励起状態は先に抑制されて、
基底状態のみが残る。

格子QCDにおける中間子の質量
中間子相関関数

基底状態の中間子の質量

G(t) =

〈
∑

x

M(t,x)M †(0,0)

〉

=
1

Z

∑

x a,b

∫
DUDψ̄Dψ ψ̄a(t,x)Γψa(t,x)

(
ψ̄b(0,0)Γψ̄b(0,0)

)†
e−SG(U)−SF (ψ̄,ψ,U)

=
1

Z

∑

x

∫
DU detDe−SG(U)

{
Trsc

[
ΓD−1

t,x;t,x

]
Trsc

[
γ4Γ

†γ4D
−1
0,0;0,0

]
− Trsc

[
ΓD−1

t,x;0,0γ4Γ
†γ4D

−1
0,0;t,x

]}

G(t) −→
t→∞ Z0 exp (−m0t) + Z1 exp (−m1t) + · · ·

G(t) −→
t→∞ Z0 cosh

(
m0

(
t− T

2

))
+ Z1 cosh

(
m1

(
t− T

2

))
+ · · ·

Fµ(p) = pµa

Fµ(p) = sin(pµa) (9)

DTOF = εsPst
(
D−1

PV

)
tu
(DDWF )uv Pvwεw

DTOF =
1 +mfa

2
+

1−mfa

2
γ5

(1 +Hw)
N5 − (1−Hw)

N5

(1 +Hw)
N5 + (1−Hw)

N5

DWF (x, y) = (4−M5) δx,y −
1

2

4∑

µ=1

[
(1− γµ)Uµ(x)δy,x+µ̂ + (1 + γµ)U

†
µ(y)δy,x−µ̂

]
(10)

DPV (x, y) = DDWF (mf = 1)(x, y) ,

Pst = PLδs,t + PRδs+1,t + PRδs,N5δt,1 , εs = δ1,s

Hw = γ5
DWF

DWF + 2

DTOF =
1

Ra
[1 + V ] , γ5V γ5 = V † , V V † = 1

P (t) = Z0e
−m0t + Z1e

−m1t + . . .

2

(m0 < m1)
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Properties of the five dimensions for the truncated overlap fermions 3

where T is a transfer matrix defined using the Hamiltonian H = γ5D||,

T =
1 +H

1−H
. (8)

In the N5 → ∞ limit, the Dirac operator D becomes the overlap fermion and the lattice

chiral symmetry is satisfied exactly.

3. Simulations and analysis

We construct π and ρ meson operators as color-singlet bilinear operators of iso-doublet

quarks, u and d, and anti-quarks, ū and d̄, where the quarks are represented by the TOFs

and calculate the propagator of the π and ρ mesons using LQCD simulations with a

quench approximation. The parameters of the TOF action are the quark mass mf ,

the length of the five-dimensional direction N5, and the mass in the five-dimensional

direction m5(= M5/a), although m5 has almost no effect on the mass of the meson.

We find the effective masses of mesons from their propagators and investigate how the

effective masses of these mesons are dependent on mf and N5. We apply the restriction

that the π and ρ mesons have degenerate quark mass with mf = mu = md.

The gauge configurations were generated with the plaquette gauge action (the

standard Wilson gauge action) [10] using a heat bath algorithm with a lattice size

of 83×24 and β = 5.7. After the gauge configurations were updated from a cold start to

20,000 times to maintain the thermal equilibrium, the gauge configurations were saved

every 1,000 updates and used for calculation of the meson propagator functions. In this

simulation, three quark masses were selected at mfa = 0.040, 0.060 and 0.080, and the

five-dimensional lengths used were N5 = 3, 8, 16, 24, 32 and 48. The quark mass in

the five-dimensional direction was m5a = 1.650 with lattice spacing a. Table 1 shows

the number of gauge configurations used in the simulation of the meson propagators.

The typical CPU times per configuration with mf = 0.040 are 34 minutes, 2.6 hours,

11.5 hours and 30 hours for N5=8, 16, 32 and 48, respectively on the SX-ACE at

RCNP/CMC. Also, even with the same N5, the CPU time becomes shorter as mf

increases. For N5 = 48, CPU times are 20.8 hours and 15.8 hours with mf = 0.060 and

0.080, respectively. We interrupted the calculation for N5 = 48 and mf = 0.040 due to

needing about 300 thousand CPU hours to get the meaningful results. Simulation was

conducted under periodic boundary conditions; therefore, the effective masses meff of

each meson from the propagators of the π and ρ mesons were derived by fitting with

(9), where G(t) is a meson propagation function at time t.

G(t)

G(t+ 1)
=

e−meff (t)at + e−meff (t)a(T−t)

e−meff (t)a(t+1) + e−meff (t)a(T−(t+1))
. (9)

Figures 1–3 show graphs of the time dependence of the effective masses of the π

and ρ mesons obtained for N5 = 3, 8, 16, 24, 32 and 48. The effective masses of π

and ρ with N5 = 24 have large error bars because the number of gauge configurations

is much smaller than the others. These results indicate that the curve of the effective

masses of the mesons becomes almost constant in the time range of t ≥ 7. Therefore,

格子QCDにおける中間子の有効質量
周期的境界条件を考慮した中間子の相関関数

格子QCDで計算

meff(t)：基底状態の中間子の有効質量

☆時刻tが大きいところで、有効質量が平らになる値を
読み取ることで、中間子の質量を得る。

G(t) =

〈
∑

x

M(t,x)M †(0,0)

〉

=
1

Z

∑

x a,b

∫
DUDψ̄Dψ ψ̄a(t,x)Γψa(t,x)

(
ψ̄b(0,0)Γψ̄b(0,0)

)†
e−SG(U)−SF (ψ̄,ψ,U)

=
1

Z

∑

x

∫
DU detDe−SG(U)

{
Trsc

[
ΓD−1

t,x;t,x

]
Trsc

[
γ4Γ

†γ4D
−1
0,0;0,0

]
− Trsc

[
ΓD−1

t,x;0,0γ4Γ
†γ4D

−1
0,0;t,x

]}

G(t) −→
t→∞ Z0 exp (−m0t) + Z1 exp (−m1t) + · · ·

G(t) −→
t→∞ Z0 cosh

(
m0

(
t− T

2

))
+ Z1 cosh

(
m1

(
t− T

2

))
+ · · ·

Fµ(p) = pµa

Fµ(p) = sin(pµa) (9)

DTOF = εsPst
(
D−1

PV

)
tu
(DDWF )uv Pvwεw

DTOF =
1 +mfa

2
+

1−mfa

2
γ5

(1 +Hw)
N5 − (1−Hw)

N5

(1 +Hw)
N5 + (1−Hw)

N5

DWF (x, y) = (4−M5) δx,y −
1

2

4∑

µ=1

[
(1− γµ)Uµ(x)δy,x+µ̂ + (1 + γµ)U

†
µ(y)δy,x−µ̂

]
(10)

DPV (x, y) = DDWF (mf = 1)(x, y) ,

Pst = PLδs,t + PRδs+1,t + PRδs,N5δt,1 , εs = δ1,s

Hw = γ5
DWF

DWF + 2

DTOF =
1

Ra
[1 + V ] , γ5V γ5 = V † , V V † = 1

P (t) = Z0e
−m0t + Z1e

−m1t + . . .

2

T : 時間方向の格子サイズ
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π, ρ中間⼦の有効質量の時間依存性

M. Wakayama

 0.2

 0.4
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m
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,
 
m
ρ 
a

t

ρ(N5 = 03)
ρ(N5 = 08)
ρ(N5 = 16)
ρ(N5 = 24)
ρ(N5 = 32)
π(N5 = 03)
π(N5 = 08)
π(N5 = 16)
π(N5 = 24)
π(N5 = 32)

mf a = 0.040

時刻tが大きいところで、
有効質量が平らになる
値を読み取ることで、
中間子の質量を得る。

N5が大きくなると、
中間子の質量は小さくなる。
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ρ(N5 = 03)
ρ(N5 = 08)
ρ(N5 = 16)
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ρ(N5 = 32)
ρ(N5 = 48)
π(N5 = 03)
π(N5 = 08)
π(N5 = 16)
π(N5 = 24)
π(N5 = 32)
π(N5 = 48)

π, ρ中間⼦の有効質量の時間依存性
mf a = 0.060

時刻tが大きいところで、
有効質量が平らになる
値を読み取ることで、
中間子の質量を得る。

クォーク質量が大きくなると、
中間子の質量も大きくなる。
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m
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ρ(N5 = 48)
π(N5 = 03)
π(N5 = 08)
π(N5 = 16)
π(N5 = 32)
π(N5 = 48)

π, ρ中間⼦の有効質量の時間依存性
mf a = 0.080

時刻tが大きいところで、
有効質量が平らになる
値を読み取ることで、
中間子の質量を得る。

クォーク質量が大きくなると、
中間子の質量のエラーは小さくなる。



 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8
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m
π 
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m
π 

a)
2

N5
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30/44

π中間⼦の質量のN5依存性

M. Wakayama

N5が大きくなると、
中間子の質量は小さくなる。

N5が大きいところでは、
中間子の質量の変化は小さい。
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1/N5

mπa (mf=0.040)
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π中間⼦の質量の1/N5依存性

M. Wakayama

N5 = 3のデータ点を除いて、
(mπa)と(mπa)2を直線でフィット

(mπa)2の方が直線
とのズレが小さい

N5が大きいところでは、
が良い近似

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

γ5DTOF +DTOFγ5 = DTOFγ5DTOF

qq̄

γ5D +Dγ5 = RaDγ5D , (1)

{
ψ(x) → eiθγ5(1−

Ra
2 D) ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) eiθ(1−
Ra
2 D)γ5

, (2)

δS = ψ̄

(
1− Ra

2
D

)
γ5Dψ + ψ̄Dγ5

(
1− Ra

2
D

)
ψ

= ψ̄ [γ5D +Dγ5 −RaDγ5D]ψ (3)

SF = ψ̄Dψ (4)

m2
π = Cmf +O(m2

f ) (5)

(mπa)
2 = C0 + C1N

−1
5 +O(N−2

5 ) (6)

Fµ(p) = 0 (7)

Fµ(p) = pµa

Fµ(p) = sin(pµa) (8)

1
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ρ中間⼦の質量の1/N5依存性

M. Wakayama

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1
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 0  0.05  0.1  0.15  0.2

m
ρ 

a

1/N5

mf=0.040
mf=0.060
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N5の変化に対して、
mρaはmπaよりも変化が小さい

π中間子の方がカイラル対称性
との関係が深いのが原因か？

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

γ5DTOF +DTOFγ5 = DTOFγ5DTOF

qq̄

γ5D +Dγ5 = RaDγ5D , (1)

{
ψ(x) → eiθγ5(1−

Ra
2 D) ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) eiθ(1−
Ra
2 D)γ5

, (2)

δS = ψ̄

(
1− Ra

2
D

)
γ5Dψ + ψ̄Dγ5

(
1− Ra

2
D

)
ψ

= ψ̄ [γ5D +Dγ5 −RaDγ5D]ψ (3)

SF = ψ̄Dψ (4)

m2
π = Cmf +O(m2
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(mπa)
2 = C0 + C1N
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5 +O(N−2

5 ) (6)

mρa = C0 + C1N
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5 ) (7)

Fµ(p) = 0 (8)
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N5→∞での中間⼦の質量

M. Wakayama

Properties of the five dimensions for the truncated overlap fermions 9
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Figure 6. Dependence of mπa and (mπa)2 on 1/N5 with mf , where N5=3, 8, 16, 32
and 48. The linear functions in the figure were fitted by the data for N5 = 8, 16, 32
and 48. (Method 1.)

Table 3. (mπa)2 and mρa at 1/N5 → 0. (Method 1.)

mfa 0.040 0.060 0.080

(mπa)2 0.1884(67) 0.2884(44) 0.3862(55)

mρa 0.8427(103) 0.8706(74) 0.9192(56)

1. 5次元方向の格子サイズ : N5 → 無限大
2. 4次元時空の格子サイズ : NX, NY, NZ, NT →無限大
3. クォーク質量 : mf → 0 （カイラル極限）
4. 格子間隔 : a → 0

TOF作用では、以下の順に極限を取る必要がある。

極限への振る舞いはほとんどの場合、非自明。

例外：カイラル極限でのパイ中間子の質量
Gell-Mann-Oaks-Renner関係式：

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

γ5DTOF +DTOFγ5 = DTOFγ5DTOF

qq̄

γ5D +Dγ5 = RaDγ5D , (1)

{
ψ(x) → eiθγ5(1−

Ra
2 D) ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄(x) eiθ(1−
Ra
2 D)γ5

, (2)

δS = ψ̄

(
1− Ra

2
D

)
γ5Dψ + ψ̄Dγ5

(
1− Ra

2
D

)
ψ

= ψ̄ [γ5D +Dγ5 −RaDγ5D]ψ (3)

SF = ψ̄Dψ (4)

m2
π = Cmf +O(m2

f ) (5)

Fµ(p) = 0 (6)

Fµ(p) = pµa

Fµ(p) = sin(pµa) (7)

1
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π中間⼦の質量のカイラル極限

M. Wakayama
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GOR関係式の通り、
直線でフィットできる

mf a = 0のとき、mπ a = 0とはならない！（有限体積効果etc.）
mπ a = 0となる点をカイラル極限と定義し、
そのときの-mf aを残留クォーク質量mres aとする。
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ρ中間⼦の質量のカイラル極限

M. Wakayama
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直線でフィットできる

カイラル極限でのmρ a = 0.7595(215)を
ρ中間子の質量の実験値mρ = 775.26 MeVに合わせることで、
a = 0.1930(55) fmを得る。
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π中間⼦の質量のカイラル極限

M. Wakayama
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GOR関係式の通り、
直線でフィットできる

このとき、mres a = -1.77(47) MeVとなり、
ゼロからのズレは小さいことがわかる。
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TOF作用の極限評価

1. 5次元方向の格子サイズ : N5 → 無限大
2. クォーク質量 : mf → 0 （カイラル極限）

M. Wakayama

Method1:

数値計算では、格子サイズなどのパラメータは全て有限値。

1. 5次元方向の格子サイズ : N5 = 大きい値
2. クォーク質量 : mf → 0 （カイラル極限）

これまでの研究：

e.g. N5 = 48
Blum et al, Phys. Rev. 
D69, 074502 (2004).

今回、中間子の質量の
極限における近似式
がわかった。
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TOF作用の極限評価と計算時間

M. Wakayama

N5＼ mf a 0.04 0.06 0.08

8 0.57 hours ？ ？

16 2.6 hours ？ ？

32 11.5 hours ？ ？

48 30 hours 20.8 hours 15.8 hours

SX-ACE@大阪大学

1ゲージ配位あたりの中間子の相関関数の計算時間

とても大きいN5で1点だけ計算するよりも、
ある程度大きいN5で複数点計算し、
近似式からN5が無限大の極限を取った方が
計算時間がお得になる場合がある。

COST (TOF作用) ~ COST (WF作用) × Order(N5
2) !
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TOF作用の極限評価

1. 5次元方向の格子サイズ : N5 → 無限大
2. クォーク質量 : mf → 0 （カイラル極限）

M. Wakayama

Method1:

数値計算では、格子サイズなどのパラメータは全て有限値。

1. クォーク質量 : mf → 0 （カイラル極限）
2. 5次元方向の格子サイズ : N5 → 無限大

Method2:

1. 5次元方向の格子サイズ : N5 = 大きい値
2. クォーク質量 : mf → 0 （カイラル極限）

これまでの研究：

Method1とMethod2でmresがどう変化するのかを比較しておく。

e.g. N5 = 48
Blum et al, Phys. Rev. 
D69, 074502 (2004).
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π, ρ中間⼦の質量のカイラル極限

M. Wakayama
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Properties of the five dimensions for the truncated overlap fermions 11
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Figure 9. Dependence of (mπa)2 andmρa onmf with N5 = 8, 16, 32 and 48. (Method
2.)

Table 4. mρa, mres and a at the limit of (mπa)2 → 0. (Method 2.)

N5 mresa mρa 1/a [GeV] mres[MeV]

8 0.05347(95) 0.6843(24) 1.1329(39) 60.6 ± 1.1

16 0.02535(87) 0.713(12) 1.088(18) 27.6 ± 1.0

32 0.01258(37) 0.751(16) 1.032(22) 12.98 ± 0.47

48 0.00792(32) 0.741(22) 1.047(32) 8.29 ± 0.42

カイラル極限での残留質量

Blum et al, Phys. Rev. 
D69, 074502 (2004).
N5 = 48 => mres ~ 8 MeV

先行研究と無矛盾



42/44

残留質量のN5依存性

M. Wakayama
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N5 → ∞で、mres = -2.37(51) MeVとなり、
Method1のmres = -1.77(47) MeVと同程度、
もしくは若干ゼロから大きくずれることがわかる。



●大きな目標：格子QCDを用いて、物質の質量生成機構と深い
関わりがあるQCDヒッグス粒子の探索を行う。

●今日の目標：格子カイラル対称性を持ったTOF(Truncate
Overlap Fermion)作用の極限での振る舞いを
理解する。

Method1：
1. 5次元方向の格子サイズ : N5 → 無限大
2. クォーク質量 : mf → 0 （カイラル極限）

Method2：
1. クォーク質量 : mf → 0 （カイラル極限）
2. 5次元方向の格子サイズ : N5 → 無限大

43/44M. Wakayama

まとめと将来の展望



まとめと将来の展望
Method1
● N5が大きいところでは、

が良い近似であることがわかった。

●計算時間を抑えつつ、N5が無限大の極限を取ることができる。

Method2
● Method2の残留質量はmres = -2.37(51) MeVであり、

Method1の残留質量のmres = -1.77(47) MeVと同程度、
もしくは若干ゼロから大きくずれることがわかった。

● TOF作用を用いて、σ中間子の質量の計算を行う。
44/44M. Wakayama

mfc a

mπ/mρ = 135/775

Dγ5 + γ5D = 0

γ5DTOF +DTOFγ5 = DTOFγ5DTOF

qq̄

γ5D +Dγ5 = RaDγ5D , (1)

{
ψ(x) → eiθγ5(1−
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2 D) ψ(x)
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