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１　そもそも
連続時空上でのYang-Mills場の非摂動的

な性質をできるだけ解析的な方法で解き明
かしたい

やっぱり格子で理論を定式化した方が
いいのではないか
格子と言えば、強結合展開（高温展開）
 K. G. Wilson(1974)
 ->クォークの閉じ込め

しかし問題は連続極限で定量的にどうなるか



強結合展開は魅力的（多分に感覚的に）なので、強
結合展開をベースにして、連続極限の近似を考える

強結合 -> g>>1
gは裸の結合定数
（格子上での強結合展開でくりこまれた計算の枠組みは
不明と思われる。そもそも、くりこまれた結合定数では
弱結合か強結合かはくりこみの点に応じて変化する
-running coupling-ので、弱いとか強いとかはっきりとした

意味付けは困難。
たえず、momentum transferや温度など環境パラメータ

と繰り込み点の比を意識する必要有り）

裸の量でも、物理的な結果が出せるものあり
質量ギャップ、弦定数などなど



２　格子

発散の正則化としての格子理論

Nは成分数, N=1でイジング

例　非線形シグマ模型
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a は格子間隔



 Sites i and j denote nearest neighbor pair
 g>>1 means that the nearest neighbor spin
 allignment is less important.  Almost all 
configurations contribute the action averaging

離散化



g と相関関数 （g と a が如何にして関連づくか）

 G(p,β,a) can be computed in powers of β;
  the high temperature expansion equivalent with
 strong coupling expansion.
 β<<1            g>>1
 Form of G(p,β,a) at smal momentum transfer



Susceptibility

Second moment

(mass gap × a)^2

_____

Let us simply name c_{0}/c_{1}=M

Butera and Comi (1997) computed susceptibility and second
moment (and also others) up to
β^{21} for all Ν .
We obtained M in β accordinglly and its inverse series.

Physical (mass gap)^2 is given by the limit,

lim_{a->0}M/a^2.



! 

x =
1

M

Large mass expansion of β is equivqlent
with the strong coupling expansion.
aΛ_{L}>>1 is assumed.

Λ_{L}  denotes the scale on the lattice (finite but not universal)  



 In assymptotically free theories, the strongness
of the bare coupling is equiavalent with the
largeness of lattice spacing.
Strong coupling expanson can be said as the
expansion around a = infinity
 β  expanded in  1/M describes the behavior of the
bare coupling as functions of the lattice sacing a
at M>>1.
 Can we recover the continuum asymptotically
free behavior?  This is the main theme.  As a by
product of the successful resolution of this
problem, the physical mass gap would be
approximately obtained.



連続極限 a −> 0 の近似を強結合展開級数に
おいて実行する

３　デルタ展開
Mission (・・・ possible ・・・)

a −> 0 は M −> 0 と同等 (いつもとは限らないだろうが）
2次元

Hasenfratz et. al.
1990



β はMの関数；　β=β(Μ).
−> 2変数関数に拡張；　 β=β(Μ(1−δ)),  0 ≤ δ ≤ 1
New β は1/ (1−δ)という比率でもとの関数を横方

向に伸ばしたもの

δ=0 とすると元の関数と一致
δ=1 とするとβ(0)と一致

β=β(Μ(1−δ))の強結合展開とは1/Μ展開と同義
２変数拡張版：β(Μ(1−δ))を 1/Μ=x と δ に関して
マクローリン展開する

簡単な例でどうなるか？
                              −>　次のスライド



デルタ展開の直感的説明

例１　 F(Μ)=1/(1+Μ)= x/(x+1)　, x=1/M

δ に0, 0.25,0.5,0.75,0.99と数値を入れてみると

F(Μ(1−δ))=1/(1+Μ(1−δ))=x/(x+1-δ) in closed form

δ=0

δ=0.99

当然ではあるが、本来のFのx>>1に
おける振る舞いが、δ∼１では、 x
~(<)1でも見える。
x <<1で有効な級数がδ∼１でも同様な
領域で有効な級数でありえるならば
、 x>>1における振る舞いをなんらか
のデルタ展開後のxのベキ級数でと
らえることができるだろう

デルタ展開の特性デルタ展開の特性−−−−スケーリング領域の拡大スケーリング領域の拡大



例１（続）　 F(Μ)=1/(1+Μ)= x/(x+1)=x-x^2+x^3-…..

Expansion of F(Μ(1−δ))=x/(x+1-δ) in x (M>>1)
We need truncation order in x.  Let F_{n}= x-x^2+x^3-…
+(-1)^(n-1)x^n.
Then
x  −>  x/(1−δ) ∼ x(1+δ+δ^2+...+ δ^(n-1))

n次
xとδのトータルな次数がn次までで
 δ=1 とおく
(引き延ばし率無限大)
結果は
x  −>  x×n,  x^2  −>  x^2×n(n-1)/2, …

δの展開を止めて
おけばδ=1としても有限。

nはcut-offの役割。



一般には２項係数
C(n, r)=n!/{r!(n-r)!}
がかかる

x^r −>  C(n, r) x^r

F_{n}= x - x^2 + x^3-…+ (-1)^(n-1) x^n.
 −> C(n, 1)x- C(n, 2)x^2+ C(n, 3)x^3+…+ C(n, n)(-1)^(n-1)x^n

４次、 ９次、 １４次、 １９次、 ２４次



C(n, 1) x- C(n, 2) x^2+ C(n, 3) x^3+…+ (-1)^(n-1)C(n, n) x^n
=1-(1-x)^n
各係数はn->infinity で発散、しかし、全体では
|1-x|<1で正しい結果F(M=0)に収束！

一般に、lim_{M->0}F(M)=F(0)が存在するならば
lim_{order n->infinity}F_{delta}(1/x)= F(0)
がある x の有限領域で成立するだろう。（x ー>infinityは
必要ない！)



例２　 F(Μ)=log(1+1/Μ)

                  = log(1+x)=x - x^2/2 + x^3/3 - ・・・

この例では F(Μ)  −>  log(1/Μ)
                  = log(x)  −> infinity
この対数的振る舞い~log(x)がxのベキ級数から
近似的に出せるか？

x-x^2/2+x^3/3 - ・・・  −>  C(n, 1)x - C(n, 2)x^2/2
+ C(n, 3)x^3/3 - ・・・+ (-1)^(n-1)C(n, n)x^n/n

注意：　log(x)  −> infinity のように、発散する場
合はデルタ展開の影響がこの漸近項にも出る。



M −> 0 (x −> infinity)でconst.に収束する場合は
、この項はデルタ展開の影響を受けない（高次
の項は影響を受ける；後述）。しかし、一般には
以下のようになる。

例： log x

log x  −>  log x/(1-δ) = log x- log (1-δ)
               = log x+ δ+ δ^2/2+δ^3/3+・・・+ δ^n/n
                  = log x+ 1+ 1/2+1/3+・・・+ 1/n

δ の展開を δ のどの次数まで(n次？、n+1次？、
その他？）やったらいいのか、はっきりとしない。



n次   better!                              n+1次



デルタ展開のまとめ

　　　　　　　x^r −>  C(n, r) x^r
なる規則で定まる一種の変換　（オーダー依存型）

 C(n, r)=Γ(n+1) / {Γ(r+1) Γ(n−r+1) }
として、n −> α としてやれば一般のべきでも定ま
る。さらに、 α を微小としてx^αを展開すると
x^α = 1+αlog x+O(α^2) 
−>  1+α(log x+ Σ_{r=1}^{n}1/r) +O(α^2)

のように単純な対数項の変換が決まる。
しかし、 log (log x)やlog (log x)/log x はこうはいかな
いだろう。

------------



 C(n, r)=Γ(n+1) / {Γ(r+1) Γ(n−r+1) }
で r が 0 または負の整数値をとる場合：
C(n, 0)=1, C(n, -1)=1, C(n, -2)=1, C(n, -3)=1, ・・・
つまり、ガンマ関数の解析接続によって以下の結果を得る。

M^(-r) (= x^r) −>  0 (r = -1,-2,-3,・・・)
Mの正べきは消える！
これは{M(1-δ)}^k= M^k(1-kδ+k(k-1)/2δ^2+・・・+δ^k)と展
開してみればわかる当然の結果。

 Mのregularな有限級数は十分な高次では消失

する。
   −> 連続極限（２次転移近傍含む）への接近はデ
ルタ展開で加速される。 Acceleration !



４　逆ラプラス変換
 Mに関する逆ラプラス変換（~ボレル変換）で連続
極限の近似。
デルタ展開と関係があるが、詳細は略 (2009) 。

   −−−
   original



 Q(t)にはQ(M)の特徴が含まれている。   −

 1/Mの級数の収束半
径は無限大(元の収束
半径が有限ならば)

 Mの正の整数ベキは消える。
それ以外のベキは同じ値で残る。

物理模型への応用ではαは臨界指数に相当



 x/(1+x) = x - x^2 + x^3 - ・・・ + (-1)^(n-1) x^n +・・・
            −>  t - t^2/2! + t^3/3! - ・・・ + (-1)^(n-1) t^n/n! +・・・

 log(1+x)=x - x^2/2 + x^3/3 - ・・・
            −>  t-t^2/(2!2)+t^3/(3!3) - ・・・+ (-1)^(n-1) t^n/(n!n)+・・・

 x>>1ではlog(1+x) ∼ log(x) 
            −>  log(t)+γ 



５　応用
５－１　デルタ展開

 非線形シグマでNー＞infinityでは、なんとかなる
が、収束は遅い。早めるには、例えば、
Symanzik(1983)の修正作用が効果有り。 (2007)
 イシングでは、普通の高温展開を改良できるが
、定量的な近似は失敗 (2007)
 Symanzikは他のケース、たとえば、成分数Nが
有限（N=3, 4, 5, ・・・)でも有効だろうが、強結合
展開が複雑になりすぎるだろう。

　　他の手だては・・・、　最近思いついたトリック・・・



困難の元凶は、格子ファントム (lattice artifacts)
  　　　　　　　　　　 ….. だからSymanzikが有効だった….

lattice artifactsを減ずるトリック
 = もとの量にその微分をパラメータを引っ掛けて引き算する

 非線形シグマでN ー＞infinity：
　Lattice artifacts はx^(-i)×log(x)の形であるが、たとえば
leadingのi=1のとき、const× log(x)/x はconstの値がなんで
あれ、
(const× log(x)/x )+x(d/dx) (const× log(x)/x )
= const× 1/x
となり、これは、デルタ展開で消える！
実際、Symanzikを適用した場合と同程度に近似精度改
善。



 ３次元イジングでは、まあまあうまくいった。以下3DIsing
　（２次元でも同様、というかややより良好な結果） (2012)

前提：下の形、 β_{c}, ν は未知とする

--

--

-------------------------------

これらの項が臨界温度への接近を邪魔する。

Too many refs to list up!
Sorry for the omission.

------------------------



補正項がβ_{c}への漸近を邪魔しているが、デルタ展開
だけで結構いい線いっている。改善は明瞭ではあるが、
臨界量の見積もりの精度を上げるために、２ページ前の
工夫をほどこす。

１階微分　　　　　            ２階微分



ρ x(d/dx)βをβに加えて、 ρ の適切な値を探す
ことによりβ_{c}を求める。

ρ ~ 1/p_{1}とできるのならば、第一補正項は
ほぼ消えて、 β_{c}が見積もりやすくなる。

How to estimate ρ : 以下を思い出そう
一般に、lim_{M->0}F(M)=F(0)が存在するならば
lim_{order n->infinity}F_{delta}(1/x)= F(0)
があるxの有限領域で成立するだろう。（x ー>infinityは
必要ない！)



F_{delta}(1/x)は収束領域内のxでほとんど一定値関数
ーー＞高階微分までゼロまたは極めて小さくなる。この状
況がもっとも強く現れるようなρの値を探す。
さらに、より近似精度を上げるために、βの２階微分、3階
微分、なども取り入れて、パラメータもσ, τ,・・・と応じて増
やして同じことを繰り返す。うまくいけば、 β_{c}とともに
、 ρ ~ 1/p_{1}が十分に実現され、p_{1}も見積もれるだ
ろう。

1-parameter 2-parameters



1-parameter

3-parameters





５－２　逆ラプラス変換

 lattice artifactsが主原因と思われるが、収束半径の改善だけ
では連続極限の近似には力不足 (少なくとも21次の結果まで)。
そこで、パデ近似法を併用して、Nが有限な普通の値で非線形
シグマでテスト：　結果は良好ではあった (2011)

 非線形シグマ
Nー＞infinity limit



パデ近似　＝　有理関数での近似

L次のマクローリン級数分子m次、分母n次の多項式 [m/n]

2次元イジング[12/12]

m >= n m < n



 いずれも対角型で[9/9]。

 非線形シグマ



 残念なのは、Nの値が小さめのとき、asymptotic free な振る舞
いが明瞭に見えていないこと。この振る舞いの確認は、定数
C_{ξ}の近似計算よりも、ある意味重要な点である。



６　課題など

6-1  その他コメント
 C_{ξ} は解析解が得られているが、 χ （ susceptibility）に対す
る同様な定数C_{χ} は解析解は得られていない。このC_{χ}
に対しても、同じ近似計算を試みた。既存のモンテカルロ計算
の結果におおかた一致した。また、理論的な手法を使ったもの
には Butera and Comi (1997) の結果があるが、それとも
一致。ただし、やはり、N=3,4の場合には、予想されるχの振る

舞いを良く再現できていない。数値精度も今ひとつである。
 強結合展開は、より高次の結果が特にN=3,4では必要。決し
てマニアックな研究ではなく、より高次の項がわかれば、よりは
っきりとこういった試みの有効性（あるいは限界）が見えてくる。
より高次の計算は重要！！



6-2  課題

 導関数を引き算してlattice artifactsを減ずる方法を、Nが有限
な値、特にN=3,4に対して適用して、漸近的自由性を強結合展
開からでることを明瞭に示すこと。このとき、Padeなしで、逆ラプ
ラス変換だけで示せたら結構なこと。

 フェルミオンにたいする応用：
　素朴なWilsonフェルミオン（Gross-Neveuで）だけ にしか適用し
ていないが、結果はなんだかあいまい。連続極 限への接近も
遅めである。やはり、カイラル対称性を陽に破っていることで、
紫外発散が出ることが原因のような気がする。
最近の格子上のフェルミオンの扱いの進展を取り入れる必要
があろう。



 有限温度や有限密度への拡張：
　温度方向と空間方向との格子定数を別に扱えばよいわけで
あるが、面白そうだと感じているがまだ手つかず。

 ２次発散がある場合：
　M=(mass gap×a)^2 の
mass gap^2には2次発散a^(-2)
が含まれるだろう。このとき、
Mー>non-zero (aー> 0で)
となり、ここでの方法はこのままでは
使えないだろう。
 ゲージ場：ここで述べたアプローチが適用は出来る。たとえば
、Wilson loopを考えて、その「運動量表示」のようなものも構成
でき、弦定数とM, そして結合定数g(M)の関連もつく。しかし、す
くなくともlattice artifactsを減ずることが出来ないと定量的な結果
は出せないだろう。強結合展開の次数ももっと高次まで！！

(mass gap × a)^2

_____


